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内 容 简介 


量子 场 论 是 理论 物理 的 必 备 专业 基山 课 . 本 教材 系统 地 介绍 量子 场 
论 ， 特 别 是 重 整 化 理论 最 基本 的 知识 和 方法 . 第 1 得 和 第 2 草 从 拉 格 旭日 
方程 和 哈密 顿 方程 出 发 , 引入 经 由 场 方 程 并 导出 Noether 定理 ,介绍 正则 
最 子 化 和 费 曼 路 径 积 分 量子 化 ,导出 量子 Noether 定理 和 Ward 恒等式 . 
向 3 章 用 正则 量子 化 给 出 自 旋 为 0、1 和 12 的 几 种 月 由 场 的 量子 化 . 在 
自 旋 为 1 的 电磁 场 中 介绍 Gupta-Bleuler 方法 . 第 4 章 和 第 5 章 介 绍 几 种 
场 的 费 曼 传播 子 、 相 互 作用 场 的 微 扰 展 开 、 维 克 定 至 、 费 曼 图 规则 以 及 
散射 截面 . 第 6 章 是 量子 电动 力学 单 圈 图 的 重 整 化 的 详细 计算 . 第 7 音 介 
绍 重 整 化 的 BPHZ 方案 . 第 8 童 给 出 了 Zimmermann 定理 和 Weinberg 定 
理 有 关 部 分 的 详细 证 明 ， 从 而 证 明了 BPHZ 方案 的 收 和 但 .并 由 此 证 明了 了 量 
于 电动 力学 传统 重 整 化 方案 的 收 伐 性 ， 
本 教材 可 作为 理论 物理 、 洲 聚 态 物 理 等 专业 量子 场 论 初学 者 的 教材 
和 参考 书 ， 也 可 供 相 关 专 业 科技 人 术 究 人 员 阅 读 . 
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物理 学 科 是 一 个 综合 性 大 学 的 重要 学 科 . 它 的 水 平 是 反映 综合 性 大 学 实力 的 一 
项 重要 标志 . 量子 场 论 研究 场 的 量子 理论 . 对 电磁 现象 的 预言 精度 达 10-7 数量 级 
是 物理 学 科 迄 今 为 止 最 成 功 的 理论 之 一 . 近 十 几 年 来 , 量子 场 论 不 但 自身 得 到 了 迅 
猛 的 发 展 , 而 且 已 经 在 量子 物理 、 凝聚 态 物 理 、 光学、 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝聚 等 各 个 领 
域 得 到 了 非常 广泛 的 应 用 . 由 于 量子 场 论 的 重要 性 , 它 不 仅 作为 理论 物理 专业 研究 
生 的 学 位 专业 基础 课程 , 而 且 许多 学 校 已 经 将 它 作为 物理 系 其 他 学 生 的 学 位 课程 
量子 场 论 的 教学 是 比较 难 的 , 因为 它 同时 具有 概念 上 和 计算 上 的 困难 , 且 它 的 内 容 
也 比较 多 . 量子 场 论 的 书 , 包括 中 外 文 有 很 多 种 , 近年 来 国外 也 陆续 出 版 了 一 些 孝 
材 和 专著 , 但 是 它们 往往 内 容 太 多 , 叙述 太 简略 , 起 点 太 高 . 初学 者 要 花 很 多 时 间 去 
理解 和 推导 它 的 结论 . 在 教学 上 很 难 操作 . 因此 , 我 们 深 深 感到 应 该 号 一 本 有 关 量 
子 场 论 的 理论 物理 基础 教材 , 以 供 理论 物理 研究 生 及 相关 专业 科研 工作 者 参考 . 如 
何 精 选 一 些 既 包含 最 基本 的 内 容 , 自 成 一 个 逻辑 体系 , 又 能 兼顾 到 今后 实际 运用 的 
题材 . 就 是 一 个 很 具 挑战 性 的 任务 . 在 本 教材 的 编写 中 , 我 们 精 选 题材 , 详细 推导 ， 
对 最 重要 而 又 困难 的 内 容 给 出 完整 的 、 详 细 的 结果 . 让 学 生 在 有 限 的 时 间 内 掌握 量 
子 场 论 最 困难 的 部 分 . 为 学 生 从 事 科学 研究 打下 坚实 的 理论 基础 , 以 满足 本 科 生 和 
研究 生 教学 的 需求 

(1) 本 教材 是 为 初学 者 学 习 量子 场 论 和 重 整 化 理论 编写 的 , 对 于 初学 者 而 言 , 往 
往 最 困难 的 是 复原 书本 上 的 公式 推导 ， 所 以 教材 起 点 力求 尽量 低 , 推导 力求 详细 
内 容 力求 自给 自足 . 许多 地 方 不 避 重 复 , 为 的 是 读者 可 以 一 步 步 地 参加 计算 , 只 要 
有 耐心 , 没有 过 不 去 的 推导 和 弄 不 懂 的 概念 . 为 了 使 整个 篇 幅 不 大 , 内 容 上 只 引入 
了 最 终 学 会 BPHZ 重 整 化 最 需要 的 资料 , 其 余 一 概 不 予 介绍 . 这 样 做 , 对 于 初学 者 
有 一 个 坚实 的 起 点 和 平台 是 非常 有 帮助 的 . 

(2) 重 束 化 理论 是 量子 场 论 重要 而 又 最 困难 的 部 分 , 这 一 部 分 如 果 学 不 懂 就 不 
可 能 对 量子 场 论 的 理解 达到 现代 的 高 度 , 初学 者 往往 在 这 方面 困难 很 大 . 一 般 教材 
或 专著 通常 介绍 得 比较 简略 , 初学 者 阅读 时 困难 很 大 . 本 教材 详细 推导 了 QED ( 量 
了 电动 力学 ) 单 圈 图 的 重 整 化 并 着 重 介绍 了 BPHZ 重 整 化 方案 及 其 与 传统 的 QED 
重 整 化 方案 的 关系 , 对 初等 重 整 化 理论 进行 了 比较 完整 的 介绍 

(3) 本 教材 附 有 少 而 精 的 习题 , 可 以 帮助 理解 课文 

本 教材 包括 两 个 主要 内 容 
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第 一 部 分 是 量子 场 论 和 费 恩 曼 图 , 包括 第 1~ 5 章 . 在 第 1、2 章 先 从 拉 格 明日 
方程 和 哈密 顿 方程 出 发 , 引入 经 典 场 方程 并 导出 Noether 定理 , 然后 介绍 量子 化 的 
两 种 等 价 方法 , 即 正 则 量子 化 和 费 恩 曼 路 径 积 分 量子 化 , 再 导出 量子 Noether 定理 
和 Ward 恒等式 . 这 对 后 面 重 整 化 的 相关 内 容 有 用 . 第 3 章 用 正则 量子 化 给 出 自 旋 
为 0、1 和 1/2 的 几 种 自由 场 的 量子 化 , 在 自 旋 为 1 的 电磁 场 中 介绍 Gupta-Bleuler 
方法 . 第 4 章 和 第 5 章 是 微 扰 论 和 费 恩 曼 图 . 首先 介绍 前 述 几 种 场 的 费 恩 曼 传播 
子 , 然后 介绍 相互 作用 场 的 微 扰 展 开 、 维 克 定 理 , 并 对 $4 理论 和 电磁 场 给 出 费 恩 曼 
图 规则 , 最 后 简单 介绍 散射 截面 . 

第 二 部 分 是 重 整 化 , 分 为 6、7、8 三 章 . 第 6 章 的 主要 内 容 是 量子 电动 力学 单 
圈 图 的 重 整 化 的 详细 计算 , 还 由 一 般 场 的 Ward 恒等式 推导 量子 电动 力学 Ward 恒 
等 式 , 给 出 重 整 化 后 场 的 任意 圈 图 拉 格 朗 日 量 的 最 终 形式 ， 第 7 章 介绍 重 整 化 的 
BPHZ 方案 . 首先 说 明 对 于 微 扰 展开 中 出 现 的 各 种 费 恩 曼 图 , 哪些 是 需要 关注 的 . 然 
后 通过 量子 电动 力学 中 的 交叉 发 散 图 和 了 萨 拉 姆 方案 引入 重 整 化 的 BPHZ 方案 . 引 
入 可 重 整 化 场 的 概念 . 第 7 章 最 后 说 明 为 什么 可 以 用 在 拉 格 朗 日 量 添 加 抵消 项 而 
能 自治 地 得 到 BPHZ 方案 所 需要 的 各 张 费 恩 曼 图 的 抵消 项 , 从 而 说 明 为 什么 要 用 
这 么 复杂 的 方案 来 给 出 一 个 收敛 积分 , 这 在 物理 上 有 什么 根据 . 为 了 说 清楚 这 一 点 . 
第 5 章 对 费 恩 曼 图 规则 产生 过 程 的 详细 介绍 是 必要 的 . 在 第 7 章 的 最 后 一 节 , 给 
QED 传统 重 整 化 方案 与 BPHZ 方案 的 关系 , 这 样 , 就 可 以 由 BPHZ 方案 的 收敛 性 
导出 QED 传统 重 整 化 方案 的 收敛 性 . 

最 后 一 章 第 8 章 是 BPHZ 方案 收敛 性 的 证 明 . 教材 给 出 了 Zimmermann 
定理 和 Winberg 定理 有 关 部 分 的 详细 证 明 , 从 而 证 明了 BPHZ 方案 的 收敛 性 . 这 
使 读者 完全 了 解 重 整 化 的 核心 问题 : 场 论 中 的 紫外 发 散 困难 是 如 何 解决 的 . 
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第 1 章 经 典 场 


场 是 力学 量 ( 场 量 ) 随 空间 坐标 的 变化 而 变化 的 系统 . 描写 一 个 场 的 构 形 需要 
给 出 空间 每 一 点 的 场 量 .比如 电场 , 必须 对 空间 每 一 点 给 出 电场 的 3 个 分 量 , 才能 
知道 整个 电场 的 情况 . 场 论 研究 场 的 构 形 随 时 间 的 演化 规律 . 量子 场 论 研究 场 在 量 
子 化 以 后 的 演化 规律 . 在 这 一 章 我 们 介绍 经 典 场 作为 拉 格 朗 日 体系 和 哈密 顿 体系 的 
方程 , 以 及 经 典 的 Noether 定理 . 由 这 条 定理 , 可 以 从 场 的 一 些 对 称 性 给 出 它们 对 
应 的 守恒 量 . 


1.1 经 典 拉 格 明日 体系 与 哈密 顿 体系 


1.1.1 拉 格 朗 日 方程 

一 个 力学 体系 有 一 些 量 是 可 以 自由 变动 的 , 这 些 量 一 旦 确定 下 来 , 体系 的 构 形 
(位 置 ) 便 完全 确定 了 , 它们 称 为 广义 坐标 , 用 {gq;} 表示 , i = 1 2,3,…… ,n. 这 个 体 
系 的 自由 度 是 n. 随便 给 出 一 个 g; 随时 间 的 变化 关系 {9g;()}, 就 给 出 了 这 个 体系 
的 一 个 “运动 学 上 可 能 的 运动 ”. 然而 , 运动 学 上 可 能 的 运动 并 不 一 定 是 动力 学 上 可 
以 实现 的 运动 . 找 出 运动 学 上 可 能 的 , 同时 也 在 动力 学 上 可 能 的 运动 , 就 是 动力 学 
的 目的 , 决定 它们 的 方程 叫 动力 学 方程 . 

对 动力 学 的 保守 体系 , 可 以 找到 一 个 量 叫 拉 格 朗 日 量 元 它 是 g; 和 6; 的 函数 ， 


LE L(g 
什么 是 动力 学 上 可 能 的 . 也 即 是 真实 的 运动 呢 ? 它 就 是 要 求 {9;()} 满足 拉 格 半日 


方程 的 运 动 : i Ee a 
( 吉 ) py (1.1.1) 
dt \ Vg; Og; 

在 最 简单 的 情形 , L(g,6%) =T 一 V, 其 中 了 是 动能 , Y 是 位 能 . 在 其 他 情形 , 可 以 适 
当 找 出 天, 使 它 的 拉 格 朗 日 方程 正好 给 出 体系 的 动力 学 方程 . 

清 注意 (1.1.1) 式 偏 微 商 中 的 自 变量 {4,} 、{ 儿 } 以 及 全 微 商 与 的 意思 . 如 果 
给 出 一 个 运动 ，gq; = qi(t) , 怎么 判定 它 是 否 是 真实 的 运动 ? 
由 (一 奋 ( 和 )，{g(t)} 和 {Gi()} 给 出 上 以 及 元 | 这 它们 痢 是 时 间 的 


函数 . 因而 可 以 得 到 二 (于 ) . 再 检查 它 是 否 满 足 方程 (1.1.1). 阁 满 是 , 就 是 
( Aa; 


个 
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动力 学 上 允许 的 运动 . 
1.1.2 ”作用 量 原理 
拉 格 朗 日 方程 可 以 用 极 值 原理 表示 出 来 . 我 们 首先 定义 作用 量 5: 
S = L(g, od)dt. (1.1.2) 
从 这 个 定义 可 以 看 出 ， 每 给 定 一 个 运动 学 上 可 能 E 的 运动 , 就 可 标 出 体系 在 t1 ~ t2 间 
的 作用 量 . 作用 量 原 理 是 说 , 在 初始 和 末了 的 位 置 确定 ( 即 gi;(t1) 和 gi;(t2) 都 确定 ) 


的 所 有 运动 学 上 可 能 的 运动 中 , 真实 的 运动 是 使 作用 量 取 极 值 的 运动 . 
推导 如 下 : 作用 量 的 变更 为 


We OL 
as=/- (这 so + 5 id) dt. 


d 

由 60; d= 0% = {la(t + At) — qi(t)]/At} 
d 

= [Sgi(t + At) = 6gi(t)]/At = 0g 


oL d 
给 o FE 1 i 2 
合 出 如 三 可 Re dg + Fo 8 


aL d OL; d OL 

2 /0L doL aL |? 
3 和 Ba |, 
当 拉 格 朗 日 方程 成 立 并 且 在 ti 和 t+。，65g; = 0 时 , 对 其 余 任 意 gw 有 8S =0. 反 
之 , 要 求 在 任意 gw 下 65 = 0 , 可 推出 拉 格 朗 日 方程 及 边界 条 件 . 
1.1.3 ”了 哈密 顿 方程 

由 拉 格 朗 日 方程 可 以 导出 哈密 顿 方程 从 而 将 拉 格 朗 日 体系 改变 为 哈密 顿 体 
系 . 这 样 可 以 得 到 动力 学 体系 的 哈密 顿 形式 , 也 称 为 正则 形式 . 为 此 , 首先 定义 广义 
动量 pi: 


{11.8 


oL 
pe (1.1.4) 
它 给 出 广义 动量 作为 g 和 的 函数 p; = pi;(q,9) , 然后 反 解 出 6; = fi(q.p) . 定义 
哈密 顿 量 


Hs > Di 一 也 
= Dpidi(p,9) — (000)) 


= 人 HH(p,9). (5) 


1.1 经 典 拉 格 朗 日 体系 与 哈密 顿 体系 


考虑 哈密 顿 量 的 一 个 微小 变更 ， 


8H = Dips + 2 pedis ~ Dm 


SE = pi Bq i 


因此 , 厂 作 为 和 p 的 函数 有 
8H .| 0H 8 
Bp Ogq; Og 
又 由 拉 格 朗 日 方程 (1.1.1) 得 
d dd/aL\y 6r 0H 
dd 人 0 Og 


Di = 


(1.1.6) 


(LL 


(1.1.8) 


方程 (1.1.7) 的 第 一 个 式 子 和 (1.1.8) 式 就 是 哈密 顿 方程 . 一 个 运动 对 应 的 pi(t), qi() 


如 果 满 足 哈密 顿 方程 , 就 是 一 个 动力 学 上 可 能 的 运动 . 


问题 : 任意 给 定 p;(t), gi;(t) 是 否 是 一 个 在 拉 格 朗 日 意义 下 可 能 的 运动 ? 


1.1.4 ” 泊 松 括号 


我 们 研究 在 哈密 顿 体系 中 , 任意 的 力学 量 4(q,p,t) 如 何 随时 间 变 化 . 4 对 时 间 


的 变化 率 为 本 
一 污 0 2 丰 2 Bn 
oA 0A ON 0A oN 
各 O0 Opi 2 Opi Ogq; 
5 A 
三 一 十 {4,H}. 
在 这 里 我 们 定义 


O4 0 已 OA VB 
A, Bi= - = 一 一 
由 a Ogq; OP; 2 OP; Oq; 
为 泊 松 括号 . 泊 松 括号 满足 
{4,B} 三 —{B, 4}, 
{AB,C} = 4{1B,C +{14 CDB， 
fa4+HpB,CT = a{A,C}+B{B,C}, 
{4 


{B04 (8B, {6 A}} + {0, TA B}} = 0. 


其 中 ,a B 为 常数 , 最 后 -个 等 式 叫 Jacobi 恒等式 . 
习题 ”证 明 这 些 式 子 . 
由 定义 易 得 基本 泊 松 括号 


{qi; 2B;} = 0; {qi, qi} = {pi,p;} = 0. 


(1.1.9) 


(1.1.10) 


(1.1.11) 


(L122) 


附录 1.1A 不 同 基底 下 的 油 松 括号 
如 果 已 知 {4} 和 {Bi}, 以 及 它们 之 间 的 泊 松 括号 , 试 计 算 新 的 基底 下 的 泊 松 
括号 . 
OR O05 OR 95 
{hs} = 和 到 害 这 上) 


OROS OROS 
[定语 = 和 | 


( 壮 季 + 让 如 Ce OS i -| 

7 (HT\04: Og OB Og ) \OAr Op: 0B, Op 

-ana D0 on + 5a Yn oo 

| 
人 Br {Mn A) + Do BA Br 


8R 65 OR 55 
5 Ar}ew + 2 BB BBr {Br Br ar- 


{4 Bu }ap 


如 果 
{Ai, Bu}op = 61, {Ai,Ai}ap = {Bi, Bi}ap = 0, 


BR 85 
上 式 =0+ 可 人 二 人 一 oj 二 


OR O05 OR 905 
2 人 的 0 


所 以 在 这 特殊 基底 变换 下 ， 泊 松 插 号 不 变 . 
我 们 计算 {gp}, 

d . oH oH 

{Di} = {4i,p;} + {qi,D;} = { 有 | 十 {a - 守 ] 
OH Op; Odq; oH 

es “= A 二 而 

| 入 Opi } 2 { Og \ ) Bo Op, . } 
O02H O02H 


OpiOgq; Ogq0p; 


1.2 经 典 场 总 


类 似 地 , 我 们 可 以 证 明 ST {gg)} a {pp 0. 因此 , 基本 泊 松 括号 不 随时 间 改 
变 , 从 而 定义 泊 松 括号 可 以 用 任何 时 刻 的 g,p 作为 基底 , 尽管 (1.1.9) 式 的 推导 要 求 
当时 的 g,p 为 基底 . 


1.2 经 典 场 


在 本 节 , 我 们 用 前 面 的 结果 推导 场 作为 拉 格 朗 日 体系 和 哈密 顿 体系 的 经 典 运动 
方程 . 
1.2.1 经典 场 方 程 


场 是 有 无 穷 多 自由 度 的 体系 , 为 了 研究 场 , 我 们 首先 把 它 简 化 成 一 个 有 限 目 由 
度 的 体系 , 将 空间 划分 为 格 点 , 如 图 1.2.1. 考虑 到 对 应 关系 


qi 一 $1) 一 BE). 
中 , z 是 分 立 的 坐标 点 五 = {ri,yj, zk}. 


首 


图 1.2.1 


我 们 把 场 量 4(z) 作为 拉 格 朗 日 系统 的 广义 坐标 , 把 分 立 的 去 作为 广义 坐标 
的 “指标 ”. 这 样 . 场 就 变 成 一 个 有 限 自 由 度 的 拉 格 朗 日 体系 了 . 因此 , 拉 格 朗 日 量 
是 和 的 函数 : 
L(gi,0) —» L(O(2;), (3;)). 
由 于 通常 场 论 是 局 域 的 . 否则 会 有 因果 律 的 破坏 , 所 以 工 是 一 些 局 域 拉 格 朗 日 量 / 


的 和 
于 Ym = D(AV) Sn 
2h 


AV 是 一 个 格 点 元 胞 的 体积 . 4 只 依赖 于 {iw, zk} 点 及 其 附近 的 5 和 v6 . 在 以 
FF 推导 中 , 我 们 考虑 最 简单 的 情形 , 比如 说 


f(y, js zk), h(i Dj Zk ). p (I;, 7、 ) {Ts jy Zk 所 1 ), PULTev ys Zk)). 
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这 个 式 子 又 可 写成 
lijk = 万 (的 Va 的 Zi ZE) Vy PTis Yjs Zk), Vs Yjs Zk), 0(Di Yj, Zk)), 
其 中 , 定义 


1 
Vir9(Ti, Yj, Zk) = — (PTit1, Ys Zk) 一 PTis Yj, Zk)), 
Tit+l™— Ti 
1 ; 
= 一 (的 Ci Yt1: Zk) 一 的 (Ti Yj Zk)); 
Vitl1— Yi 
1 | 
Vz$(Ti, Yj; zk) = 二 - (9 (zi, yj, Zk+1) 一 只 (Zi Yj zk)). 
Zi 上 1 一 各 


于 是 ， ue 
帮 二 St Ti yy Zk) ), Vb (zis Yj, Zh), V yb Tis Yj, Zh) Ve BTis Yjs Zk), BTis Yi, Zk)). 


27 大 


当 格 点 变 得 越 来 越 密 , 我 们 可 以 将 求 和 变 为 积分 : 
drdydz 
3 人 AV | 


ik 
由 此 给 出 
dzrdydz, a i 
L= 站 ATr lijk (9, Var ee i 
一 ardydz ye(G(e 2) 吉 
V Ov Oz ot 


lijk 
其 中 ， gz = Aim Rr 


我 们 看 到 , 在 场 论 中 , 坐标 (zx,y, >) 相当 于 理论 力学 中 广义 坐标 的 指标 , 而 场 量 
9 相当 于 广义 坐标 . 


和 一 全 oz, 办 引 ， 因为 指标 没有 变 
.2 称 为 拉 格 朗 日 密度 , 它 可 能 只 依赖 于 场 量 及 其 对 时 空 坐标 的 偏 微 商 , 也 可 能 明 
显 地 依赖 于 时 空 点 的 坐标 , 即 (zx ， > 旭 ， 我 们 以 后 遇 到 的 情形 通常 只 考虑 最 简单 
的 情形 , 不 考虑 显 含 时 空 坐 标 
例 ”考虑 一 根 弦 , 用 x 表示 它 的 原始 坐标 , p = x 一 x 是 位 移 . 


0 L 
设 单位 长 度 的 弹性 系数 为 x, 也 就 是 , 当 单 位 长 度 的 弦 的 伸 长 为 1! 时 , 弹性 张力 为 
kl, 则 当 长 度 为 a, 伸 长 为 5 时, 弹性 张力 为 ~b, 拉 到 伸 长 b 要 克服 弹力 做 功 


1.2 经 典 场 区 


nb 
k kK 
Ww 一 dzr—zx = —b?. 
J0 a a 


这 也 就 是 伸 长 为 上 的 弹力 势能 
我 们 把 弦 分 为 N 小 段 , 每 段 长 度 为 a, 如 单位 长 度 质量 为 人 则 长 度 为 a 的 
弦 质 量 为 /a， 因 此 . SI 时 , 一 小 段 弦 的 伸 长 为 Ap, 相应 的 弹性 势 


能 为 了 (<) (Ay 到 能 为 3 JUaje22， 这 一 小 段 的 拉 格 朗 日 量 为 = 3 了 (pa)? - 
5 (<) (A¢ ;)?. 而 Ap = 0, i 
_ a Op\Y _ /kw.2_1.n 
oe 
| / 一 Op 7 如 
其 中 ,ya or." ot 
EL=Na 多 1 
作 的 拉 格 朗 日 量 = D1= 人。 dz (SB) 
各 段 “” - 


Lp, pp) 
这 是 由 于 整个 系统 的 拉 格 朗 日 量 等 于 动能 减 势 能 ， 正好 等 于 子 系 统 拉 格 朗 日 量 之 
和 . 
在 这 个 例子 中 ， ss 一 般 的 一 维系 统 , 场 量 也 可 
以 是 其 他 参量 . 比如 弦 理 论 是 靶 空 间 坐 标 X%,0'%0 . 
有 了 拉 格 朗 日 量 ， ee 


2 
s= | Ldt 
/i 


=—= / dt / drdydz.Y (09, OD, Os 9, 0O; D, 0 ) ( 人 1) 
JU 

一 dzdydzdtZ (0 OO). 
Jv®@T 


我 们 看 到 , 作用 量 5 取决 于 在 1 ~ ts 这 段 时 间 内 , 各 个 时 刻 V 空间 的 各 点 的 
场 量 (图 1.2.2): 
D(z) 三 9020) = OD(E,t), OP(E, 14), Op(E,t), O90(E, 1) 
OO 
| 
LD ODL, 1) 


| 
L(t) 


| 
5 
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图 1.2.2 


任意 给 定 一 个 场 量 随时 间 的 变化 , 都 可 以 给 出 这 段 时 间 的 作用 量 . 真实 的 运动 
要 求 给 出 的 作用 量 是 在 场 量 作 任意 微小 变更 下 使 $ 不 变 的 运动 ( 场 的 运动 就 是 场 
量 随 时 间 的 变化 )， 从 前 面 叙 述 我 们 知道 , 作用 量 是 取决 于 9(z,y,z,t) 这 个 函数 的 
一 个 数 , 也 就 是 说 , 它 是 函数 的 函数 , 我 们 称 它 为 泛 函 . 为 了 研究 它 的 变更 , 我 们 首 
先 研 究 泛 函 的 微 商 及 它 的 变 分 . 记 住 9( 荆 ,t) 的 坐标 立 相当 于 过 去 广义 坐标 的 指 
标 , 或 者 叫 标号 , 所 以 对 应 于 改变 gq; , 即 g; 一 4 + 6qi; , 现在 应 该 是 改变 vw， 


PT) 一 PT) + 9(T). 


D 。 0 三: 
人 = 天 中 和 二 有 | WV = YY Wa 9= 到 % ,作用 量 S 的 变更 为 


65 = /aa | 各 6+ 祝 i 十 9 


DZ 0.% D /0 0% 0 OL 
3 | 2 一 © (0% 0 OAs 
= / aas 6+ (六 AG (2 5 9— 人 


a OL OL BB 
一 do; | 一 一 3 1 i 
fl (这 5p] tam (Tyo0)| + farsa | 等- 0 33- 0 | oo 


(12.2) 
在 这 里 和 以 后 同一 项 中 , 重复 指标 意味 着 对 该 指标 求 和 . 
由 作用 量 原理 , 真实 运动 应 该 使 5 取 极 值 , 也 就 是 在 任意 变更 50 时 , 6S 都 等 
于 0. 由 此 给 出 | a 
a (i = 1,2,3), 


0; 一 一 十 a 
Ob; Op 00 


OL(7) ).2(7) 
2 
On Fool) ~ 00(7) (1.2.3) 
这 就 是 场 量 满足 的 运动 方程 , 是 一 个 偏 微分 方程 , 称 为 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 . 在 (1.2.3) 
式 中 , 我 们 约定 对 同一 项 的 重复 指标 i 和 1 求 和 . 今后 除非 特别 声明 , 我 们 总 是 作 
这 样 的 约定 . 我 们 通常 取 拉 丁字 母 ,j,k 作为 空间 指标 , 而 希腊 字母 .wv,……， 作为 


1.2 经 典 场 .9. 


四 维 时 空 指标 . 当 有 多 个 独立 场 时 : 令 94(A = 1,2,.… ,n) 为 场 量 , 就 有 
yO 
“O004) O04 

这 些 就 是 场 方程 的 拉 格 朗 日 形式 . 
以 下 考虑 场 方程 的 正则 形式 , 即 哈密 顿 形式 . 由 


. OL 
H= > Pi 一 工 ， pi= 页 ， 


(A = 1,2, 157 气力 (1:2;4) 


利用 前 面 将 时 空 划 分 为 格 点 的 方法 , 得 到 


仿 重 力量 密度 为 i 
0 
有 
H(t) = /ro — ZY(x))dz = | x (aa, (1.2.6) 


其 中 ，.% 是 哈密 顿 密度 . 在 哈密 顿 形式 中 , 我 们 应 该 把 哈密 顿 密度 交 写成 7、0 
和 对 于 空间 的 偏 征 商 的 函数 . 知 = 冯 (7,0,0;0),j = 1,2,3. 为 了 推广 到 场 论 , 我 
们 还 需要 一 些 关 系 . 考虑 到 在 一 维 格 点 中 有 


O 1 
Ds 2 及 一 F,. 


罕 二 i,j 是 格 点 的 分 立 指标 ， 请 全 可 ;9$ 中 的 ;意义 的 区 别 . 我 们 定义 
在 AV 一 0 的 极限 为 变 分 二 ]， 可 以 得 到 


OD:i AV—0 
F dz 
2 AYooj | i 


由 5 函数 的 定义 可 知 


AVOD; Lr 
2 


=,(Y). 


op(Z) 
600(v) 


gy ( [@ ) 

( = i 
OME = cb _ 可 导出 
AVog; Or AVOY; 


= 0(7x—Y). 


由 
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对 于 三 维 格 点 , 也 可 以 得 到 类 似 关系 . 
以 下 考虑 泊 松 括号 在 场 论 中 的 形式 . 我 们 有 


OF OG OF OG 1 6F ee 1 8 1 6 
dr 


请 注意 动量 密度 是 格 点 元 胞 的 动量 与 元 胞 体积 之 比 , ri = A 由 此 可 以 导出 


本 
9L Ol; 二 ) OZ 
” AV6W Arab ab oo 
Re 当 宗 和 人 
AVv 一 0 oF 人 日 
p(x) 时 , 记 住 我 们 标记 9% 二 的 极限 为 X95 Su 7 人 得 到 
oF 6G oF 6G -oe 
[FG} = fa (0 on(z) 67(7) 9 ) | Gt 
由 (1.2.7) 式 可 以 算出 场 论 中 的 基本 泊 松 括号 (t = +) 
a 3 // 09(7) 67 (7’) 本 7 9 I 
{9(7z), T(x’)} = /a z oe Br (a "| 一 入 (五 一 了， (1.2.8) 
—— 一 一 一 
63 (天 一 z7) 63(7’— 1) 
{g(z),d(z)} = {r(x), (zr)} 二 0 (1.2.9) 
这 里 我 们 用 到 
Opijkg 1 AV 0 3 沪 
BV Od - AV di 07 kk ”6 (Zz) 
我 们 还 可 以 算出 
. 加 3 /5609(7) 56H 00 ) 6H 
{00), = f oo ( 5 页 加 G7(z) 30 
fia os 6H 
lk Z0 (1 机 
6H 
~ 67(r)’ 
” a ; or(z) oH _ 67(7") oH ) 
i ( 00(C7) or(T) or(z) 00(7) 


ee 8 ”6 没 
二 fa 1 ( 0 (人 一 4 1 


1.2 经 典 场 5 


由 有 限 个 自由 度 体系 的 方程 


%= {gH}, P= {pH}, A={4,H} 


(4 不 显 含 时 间 ), 可 以 过 渡 到 场 论 的 方程 


我 们 可 以 直接 验算 这 些 式 子 . 
验算 : 由 哈密 顿 密度 的 表达 式 有 


太 半 / dw = ar 一 - 乡 ). 


由 此 可 以 计算 H 对 7 的 变 分 (在 以 下 直到 (1.2.11) 式 的 推导 中 , x 和 4 的 时 间 都 
相同 , 因此 它们 都 只 是 空间 坐标 的 函数 )， 


7 ,667) OL 6 0% io9(r) 0 50:9 
Br 一 fa ~ b (T—7 onl a Og 6n (7) 00 6n (x’) O00;0 6 | 


0 


然而 , 我 们 由 


fa Oz) 要 2 ts ， (注意 pb(7) 是 p(x) 和 rtz) 以 及 20 的 函数 ) 
or(Z/) Op or(Z') 


TT 


和 
097) O09(7) 0007) 0 
br(Z') nx) “6r(z) 
给 出 
/ dszp(z)6(F — 2) = gz ) 
类 似 地 对 vw 的 变 分 给 出 
oF | 5901) OF hr) OL 60(7) OL 009(7) | 
OP(7I') fi b Tepe OW 0(7') og 0p(2) O09 59(7") 
et 
63(zT—7') n(x) 
由 


50:9(7) -5 ct) ,53(8 — 8) 


ON 


P(x’) 50’) 


. 12 . 第 1 章 经 和 典 场 


得 到 
oH fl Og_ py OS gy 
ek ( Ba ) 
sl 入 GE- 友 0; ( 药 57- 权 )+( 6 ) 03( 卫 一 | 
OLY, , 0 
pyle (3 ) Fa nA(7") 
倒数 第 二 步 是 由 于 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 . 
所 以 我 们 有 场 的 哈密 顿 方程 
{9(7’), H} = 9(2"), {r(xz’), H}= (2)), (L220) 


AA ; AA 
a TAR | 
‘ CELA i 


关 守 = 六 (1.2.11) 


1.2.2 ”Noether 定理 


由 场 的 拉 格 朗 日 形式 可 以 导出 Noether 定理 , 由 这 条 著名 的 定理 可 以 从 拉 格 朗 
日 密度 的 某 些 对 称 性 直接 导出 体系 的 守恒 量 . 设 有 一 种 场 的 变换 : olz) 一 ol) + 
6o9， 其 中 660(9,9,) , 是 局 域 地 依赖 于 场 量 的 , 使 拉 格 朗 日 密度 的 变更 是 某 组 局 域 
流 的 散 度 , 也 就 是 存在 局 域 的 j*, 满足 
OL OF 


0， j= Oo 十 7 
O09,, 


到 Oopn = Oye (1.2.12) 


( 式 中 wh = Di.9 三 二 太志 人 0 1 2 mw 区 二 焕 ， wo = YY, 六 = 2). 则 记 和 体系 全 在 
守恒 流 {4} 满 时 合流 条 件 0.7* =0 和 相应 的 守恒 量 dx, 这 就 是 Nocther 


1.2 经 典 场 . 13 . 


定理 . 以 下 我 们 首先 证 明 守 恒 流 的 存在 . 由 (1.2.12) 式 我 们 有 


QO 0 OY OY 
oo O i we O 
Bo deb + 5 pu = Bo op+ Bp 0 而 
OL DZ 0% 
一 一 一 0。 1 MA 和 of ER O 
ga helo0, 由 (e356) St 
E a 一 HH 
( 太 5. 5 ) 0+ 0 ( Bo 6a6) = 机 
在 满足 场 方程 时 给 出 
人 2 
0, (; $0) 0. (1.2.13) 
全 DL 
| 1.2.1 
J Dot (1.2.14) 
它 是 局 域 地 依赖 于 场 量 的 守恒 流 , 即 满足 方程 : 
B,J* =0 (1.2.15) 


的 流 . 在 什么 情况 下 可 能 存在 这 种 守恒 流 呢 ”以 下 作 进 一 步 的 分 析 . 问题 的 关键 是 
对 某 种 变换 找 出 j* 来 . 
考虑 一 个 联合 变换 . 场 量 本 身 有 一 个 变换 i2p , 坐标 还 有 一 个 变换 : 


Tt = 太 十 OzK(7)， (1.2.16) 

我 们 研究 在 同一 个 坐标 值 时 场 量 的 总 变化 . 标记 新 的 场 为 ,有 
bz) = 9(z') 十 626(7') (< 场 量 本 身 的 变化 )， 
其 中 , % 是 由 坐标 变换 得 到 的 场 ， 
bg(z) = wz) (< 场 随 坐标 变化 而 漂移 )， 
g(z(z)) = (7). (1.2.17) 
我 们 要 求 算出 W(x) - dz) , 也 就 是 同一 个 坐标 值 时 场 的 总 变化 , 计算 得 到 
P71) b7) = 0 (1) — GT) + G7) — G7) = 620(7) + bz) — bz). (1.2.18) 

由 (1.2.16) 式 得 到 
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代入 (1.2.18) 式 , 得 到 联合 变换 给 出 的 场 的 变更 


90 O06 
66 = (2) — G7) = 502) — Fd’ = 626(2) ~ Shor" 
我 们 有 
6S=56 , d47.2(0, 9) = | dr6.% 
V 
i OL 
dar Bp) 
_ /glo 22 [ara | 
-| dx | Br 四 Os ' TH 8 


因此 , 当 wp 满足 场 方程 时 , 第 一 项 为 0, 有 


V (1.2.19) 
a [由 do,, | i0| 
其 中 , 9V 表示 Y 的 边界 , 即 65 只 取决 于 V 的 边界 上 的 情况 . 


男 一 方面 , 如 果 在 一 种 坐标 变换 与 $ 自身 的 变换 联合 在 一 起 的 变换 中 di 
不 变 (从 跟着 坐标 架 漂移 的 角度 来 看 )， 


Ldir 二 .00d4zr/， 


- 


图 1.2.3 


则 由 图 1.2.3 可 看 出 , 在 V 内 的 65 等 于 在 边界 区 V” 和 VV 上 的 2 和 .22 的 体积 
分 的 差 : 


y=] a Ydtr =] ks ee £ wa | Za'r+t | dt 
JV+V" JV+V’ dV MY 
65 = / YL'dtr — / .5d47 = 一 / 20d 7 十 / Ld (1.2.20) 
Jv Jv JW LV 


1.2 经 典 场 > 


7 表示 四 维和 天 量变 更 假设 在 边界 上 坐标 的 变化 为 zw = zr 十 6zr , 其 中 6zr 可 能 
是 工 的 函数 . 则 在 边界 上 构成 的 体积 元 就 是 57 .ds = Tr do,, . 所 以 我 们 有 , 对 
任何 四 维 体积 元 
65— #, dou074.2 = 一 人 dz (6z/) 
> 02 三 =05 020xz) It. 
注意 . 边界 上 的 积分 do 的 方向 以 朝 外 为 正 向 , 因此 dz .dF = doy6xr 在 V' 内 为 
正 值 . VW” 内 为 负 值 . 


因此 . 我 们 可 以 把 这 段 分 析 归 纳 到 前 面 关于 定理 的 叙述 中 去 , 我 们 也 可 以 直接 
由 (1.2.19) 式 和 (1.2.21) 式 得 


_ 0% , OY 
lo, | 一 .26xU = —60 | = lr0, | -L656 — 50 | =0, 
fh ( | OO 9 i | ( Op 6 


由 于 V 是 任意 的 , 有 


(1.2.21) 


Oy -Za St O09, ip] 尘 Oe)! = 0. 


在 坐标 变换 与 场 的 变更 的 联合 作用 下 , 使 (从 跟着 坐标 漂移 的 观点 看 ) 拉 格 朗 
日 密度 乘 以 四 维 体积 元 保持 不 变 : 和 de = .2Z'd4z', 则 存在 守恒 流 和 守恒 量 . 当 存 
在 几 个 场 量 时 . 这 些 结果 可 以 推广 . 这 只 要 在 公式 中 令 一 $4, 9 一 $4, 9 一 和 
并 且 约 定 对 一 项 中 重复 的 A ne 1.2.20) 式 和 (1.2.21) 式 有 


/ 6.Zd4z =— | diz0, (L667) 6L = -0,(L6r"). 
JVv JV 


因此 , 存在 j* = 一 .6zr 满足 (1.2.12) 式 , 这 时 有 666 = 629 一 br”, 给 出 守恒 流 


BA BZ 。 D 
=|(: 2 二 一 加 一 -20 oz 一 020. (1.2.22) 
DD, OD, 


这 就 是 通常 表述 的 Noether 定理 . 

例 1 当 . 在 某 种 变换 50w 下 不 变 时 , 我 们 可 以 令 j* 三 0, 从 而 有 

D52 DE DD) . ;和 

he | i -0=aj， 
[BEN 


Dd oP TT dd 
(40) SAT 


入 = 0. 


当场 满足 运动 方程 时 
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也 就 是 , 存在 守恒 流 
OZ . 
JJH 一 -Be 
使 得 6,,J7* = 0. 
比如 一 个 复数 场 6(z) 关 0*(z) , 可 以 认为 是 两 个 场 0(x) 和 ow*(x)( 存 在 两 个 以 
上 场 时 , 前 面 结果 很 容易 作 相 应 推广 ), 如 果 拉 格 朗 日 密度 是 


= 0° (T7090(7) — 0 (2)P(7), 

我 们 令 9' = ei*p, 实数 a 与 坐标 无 关 , 这 就 使 拉 格 朗 日 密度 保持 不 变 : 
GO = O,(e' 0)*Or (eo0) = (eiog)* (eio 0) 一 92. 
这 时 有 
bo0 兰 办 一 g 风 =(eia 一 0 关 iadg， 6 入 一 一 iag*. 

所 以 有 守恒 流 

J*= (09°(iag) + Or9(-iag’)) 

= -ia(0r0* .6 — O16.0°). 


例 2 ” 当 拉 格 朗 日 量 密度 不 显 含 时 空 坐 标 时 , 就 有 当时 空 坐 标 平移 时 x 一 
zr 十 a* 二 2. 因为 $ 随 着 坐标 平 黎 ，0,,6 也 随 着 坐标 平移 , 这 些 量 都 不 变 . 因而 有 


LT) = L009,) = LT+a), Pu(rT+a)) = L(0(7), bn(7)) 
d4r = 二 dir， 一 > ”2d4z 不 变 


所 以 存在 守恒 流 . 这 时 由 于 gz = ar ,我们 得 到 守恒 流 


OL O09 
d= |[ -Lor oo {do0@ — ——6r 
( Op ( 2 Oz " )) 
OL 
一 一 -2 于 ER 2 9 Wd 
( a D6, (0— bua )) 
0 / J 中 ri ， 
= a 二 Bp ， 满足 守恒 流 条 件 ,7 = 0. 
Ph 


取 四 组 不 同 的 ar ,可 以 得 到 四 个 守恒 流 , 它们 分 别 代 表 能 量 和 动量 守恒 . 
以 下 我 们 证 明 当 .7 满足 守恒 流 的 条 件 97 = 0, 并 且 当 场 是 局 限 在 空间 的 
有 限 范围 时 就 存在 守恒 量 | en. 图 1.2.4 表示 在 时 空中 一 个 区 域 . 由 流 守 恒 条 


1.2 经 典 场 :TY 


件 , 得 到 在 这 区 域 中 有 


/ dr, 二 二 # do 7" 


2 / dzldz*dz?sdz (O07 + O17 + OT? + O31) 


= | dndr?dr? f aro.7 十 * dzzdzsdz | az 十 


一 10 十 万 十 7 十 73， 


图 1.2.4 
其 中 
1o= Jade 了 
A 
/ dd 一] 
S f lool Tat, Se = flo 0, zl z2,73) 
= f do0.70. 
这 也 就 是 


全 全 fa dz dx lan| 一 fare 
三 如 t=t» 


其 他 项 类 似 . 比如 可 以 写成 
= f rad | = fo 


帮主 | dae 


我 们 考虑 场 量 在 mi 一 ;oo(j = 42,3) 时 为 0 .所 以 这 些 地方 .= 0 ， 因 而 有 
lim 站 = 0, 同 理 [= 13=0. 由 此 可 以 推出 


x 7 DC 


8 第 1 章 经 
bio=0 一 dzldz2dz3.J0(ltaz) = / drlidzr2dz3 .7°(t1). 

V=00 一 oo 

因此 ，/ dszy9 这 个 量 与 时 间 无 关 , 它 是 体系 的 守恒 量 


附录 1.2A ” 变 分 与 泛 函 微 商 


变 分 较 严 格 的 定义 如 下 . 
A 考虑 一 个 函数 je(z - z') > 0 


典 场 


(1) 它 是 偶 函 数 , 只 与 (x -zx 人) 的 绝对 值 有 关 , 是 (x -x ) 的 单 值 函 数 : 


(2) 它 的 峰值 在 x = x 处 ; 
(3) 它 在 lz 一 z| > 时 为 0: 
(4) 它 是 光滑 函数 ; 
(5) fs — 7z')dzr = 1. 因此 , lim._,o 6.(z — 7’) = 6(7r— 7). 
A 然后 考虑 一 个 运算 : 令 p(z) 一 5(z) = p(x) + 16。 2). 
人 在 上 述 变更 下 , 任何 p(x) 的 泛 函 的 变更 与 / 的 比值 二, 定义 为 


0G 0G5 

元 = lim 一 0 2 

、 0p(Z) 
jep(Z) 

在 上 述 定 义 下 , po(z) = $5(z) 一 p(x) = joe(zx 一 zz 所 以 
jp(z) _ 6e(z —2) 


= = ge 人 (7 — 1). 
Oep(T") H 
信 泛 函 的 变 分 就 是 上 述 过 程 当 c 一 0 的 极限 (积分 后 取 极 限 ). 因此 
i = lime ,od (Xo— 27) = 0(r— 72). z 
例 当 石 = | 和 (y,y')dz 时 , 求 i p= 
lz/) Oa 


/| 守 | yp 也 ) .0% ， OP (z) 汪 
(2 2)= dx 
3 P(r’) Ty ep (72!) 


OH si 
Sf 5.(z — w+ A 
‘ jo ( )r 


附录 1.2A 变 分 与 泛 函 微 商 


OH ,、 0 
e 0 0 0 0 / 
= (7)— a7 57 (7) 


其 中 , a,b 为 一 维 空间 的 边界 . 


第 2 章 场 的 量子 化 


在 本 章 , 我 们 讨论 场 的 量子 化 . 场 是 一 种 有 无 穷 个 自由 度 的 力学 体系 , 它们 量 
子 化 是 有 限 个 自由 度 的 力学 体系 的 量子 化 的 推广 . 我 们 首先 考虑 场 的 正则 量子 化 . 
然后 研究 它 的 路 径 积分 量子 化 . 


2.1 力学 体系 的 正则 量子 化 


我 们 首先 回顾 量子 力学 中 的 正则 量子 化 方法 , 它 是 力学 体系 的 哈密 顿 形式 (下 
则 形式 ) 的 量子 对 应 . 量子 力学 认为 , 力学 量 是 由 线性 厄 米 算 子 表示 . 测量 这 力学 量 
的 值 是 这 个 算 子 的 本 征 值 (实数 ), 而 测量 结果 由 当时 的 态 矢量 (Hilbert 空间 的 矢 
量 ) 决定 . 用 记号 表示 就 是 
待 测 力 学 量 : A = Ai, 
状态 矢量 : | 罗 (Alw) 也 对 应 同一 状态 ). 
测量 4 只 能 得 到 它 的 本 征 值 , 对 一 般 的 态 矢量 , 取 哪 个 本 征 值 是 不 能 预先 确定 的 . 
确定 了 态 矢量 只 能 给 出 测 得 的 平均 值 : 
(A) = (vAIV)/ (wy). (2.1.1) 
当 态 矢量 处 在 4 的 本 征 态 时 有 : A|a;) = ailat) , 测 到 的 平均 值 就 是 本 征 值 ， 


(ail4lai)/(ailai) 二 Wy 


线性 厄 米 算 子 的 本 征 态 是 完备 的 , 而且 可 以 正 交 化 .如果 一 个 态 可 以 写成 |v) = 
>》 filai), 其 中 {|ai)} 是 正 交 归 一 的 ，|w) 是 归 一 的 , 测 得 的 值 为 a; 的 概率 为 


pi = |fil? = [ai 办 所 


并 lo 


= (Vv) = 1. 
这 是 由 于 线性 厄 米 算 子 的 本 征 态 是 完备 的 , 而 且 已 经 正 交 化 了 . 
以 下 我 们 认为 |w) 总 是 归 一 化 了 的 : (ww) =1. 


满足 
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我 们 现在 把 p,q 当 作 算 符 (因此 它们 的 函数 也 是 算 符 ), 定义 对 易 子 
[4,B]= AB- Bh, (00) 
然后 把 力学 量 之 间 的 泊 松 括号 与 对 易 子 作对 应 


fi 二 [2, 有 他 | (2.1.3) 


hh 

例如 , 我 们 可 以 把 广义 坐标 和 广义 动量 对 应 于 算 子 ( 它 作用 于 4 的 函数 上 ) 0 -， 
,了 D) 一 万 = 各- 就 可 以 保证 基本 泊 松 括号 . 这 就 是 正则 量子 化 的 量子 化 对 应 
我 们 之 所 以 能 这 样 做 , 是 因为 泊 松 括号 与 对 易 子 满足 同样 的 代数 关系 (1.1.11) 式 : 


， ee _ 
{qi,pj} = 007 一 区 ?| =—=6 = Wp; 一 机 (GDy] = Oy: 
(2.1.4) 
把 哈密 顿 量 对 应 为 五 (g,p) 一 廊 (6,) ( 注意 , 这 时 P,69 是 上 = 0 时 的 动力 学 量 ). 这 
样 , 动力 学 方程 就 对 应 为 (4 不 显 含 时 间 时 ) 
d d » 1 


于 4 的 ={4B 一 天 4 的 = 元 [tb 一. (2.1.5) 
因而 就 有 
A(t) = erHtA(0)en Ht. (2.1.6) 
由 于 有 手记 = 地 | 肥 , 闻 =0,， 委 不 随时 间 改变 


H(q,p) = H(t=0)= H(t) = eit (q(0), p(0))ew t= AH(q(t),p(t). (2.1.7) 


在 场 论 的 情况 下 , 我 们 把 场 量 和 动量 密度 变 为 算 子 Wz) 一 2(z), r(z) 一 让 (7X) ,把 
基本 泊 松 括号 变 为 基本 对 易 关 系 (这 些 算 子 的 时 间 都 相同 ) 


{0(2), 7(F)} = (E27), {0( 直 ,0 了 外 = {rz), 7r(F')} = 0, 


二 [6(), 让 (z 一 63( 示 一 也 人 
就 完成 了 正则 量子 化 (由 于 wr 和 的 时 间 都 相同 , 我 们 也 可 以 用 三 维 矢量 二 标 
沁 它 们 ). 
这 只 要 取 | 
EE (2.1.8) 


i GO 人 (元 有 


整 可 以 了 . 
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这 样 , 场 方程 就 可 表示 为 
所 全 = [6(z,D), A 一 刘 (z,t) == 二 [ 革 (z,t), 入 ]. (2.1.9) 


这 些 就 是 场 的 正则 量子 化 方法 . 

以 上 我 们 量子 化 是 在 海 森 伯 绘 景 中 : 力学 量 在 动力 学 过 程 中 是 随时 间 改 变 的 . 
对 于 一 个 具体 的 物理 系统 , 它 的 态 矢量 |wo) 是 不 随时 间 改 变 的 :w(t)y) = jwo) . 
而 测量 力学 量 的 结果 


(wa(t)An (twa(t)) = (wolAp(t)lwo) (2.1.10) 
是 通过 4 随时 间 的 改变 而 变 的 . 在 4 不 显 含 时 间 时 有 
Ap(t) 一 e 克 EtA(0)e- 直 Et (2.1.11) 


(wolAp(t)|wo) = (wolei FtA(O)e—i Htlyo). (2.1.12) 


我 们 可 以 令 lws()) = eatlwo), 并 从 另外 一 个 角度 考虑 问题 , 认为 态 矢 量 是 随时 
间 改 变 的 ， 
d d i _iF 1 » 
天 ys 的) = Te yo) = —i Be katyo) = lbs)), 
ee = Hlvs(t)). (2.1:18) 


而 力学 量 4s(b) = 4(0) 不 随时 间 改 变 , 这 就 是 苹 定 计 绘 景 . 这 样 , 力学 量 在 一 个 物 
理 过 程 中 平均 值 随时 间 的 变化 与 海 森 伯 绘 景 相同 ， 


4 人 的 = (ws(t)|As(t)|ws(t)) = ((wole* ®t)A(O) (eiAtlyo)), (2.1,14) 


与 (2.1.12) 式 相同 . 
为 了 计算 方便 , 有 时 我 们 还 引入 “相互 作用 表象 ". 令 互 = 而 上 + 古 , 令 波 矢量 
和 力学 量 分 别 为 | 办 人》 和 Aj(t) , 满足 


下 生地 = 元 Lu ), Hol, 

(2.1.15) 
Or = eb Ce 
可 UL ) = 地 总 wr( 


第 一 个 方程 的 解 为 


Ai(t) = er Hot A(O)e— Hot, (2.1.160) 
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从 而 
Holt): = ei Hot Ho(0)e #8ot = fo(0) 不 变 . 
而 由 | | 
Hilt)r =erHotHi(0)e rHot (2.1.17) 

得 到 

[wr(t)) = es ote #(Ho tH tyo) = ei toto- Ht lrgyo). (&.1.18) 
因此 , 力学 量 平均 值 

1 (tN A(t) hb (t)) = (wolei (HotA)te fot)eh Hot A(O)e kAot(ek fore %(BotA)t |po)) 


学 (wole Ht A(0 )e- Ht |po) 
与 原来 一 样 . 在 (2.1.18) 式 中 如 和 厂 都 是 指 t=0 时 的 量 . 
可 以 由 (2.1.16) 式 、(2.1.18) 式 验 证 (2.1.15) 式 , 比如 由 (2.1.18) 式 得 


, | 
Twr(t)) = |(ei ot Hoe-i hi) — (en ot +(Ho + Hi)e—* Ft)| lwo) 
dt 岂 三 


SR 2(- 万 )e- kAHt|o) 
1 


人 Ge 元 Hot He 万 .Hote Hote— 万 Ht po) 
1 


= -= F) rwr( Ey 


从 前 面 的 讨论 可 以 看 到 , 这 一 切 的 关键 是 知道 演化 算 符 e-*7#(110) 的 性 质 , 也 就 是 
它 在 两 个 态 之 间 的 矩阵 元 
(ale— xH(t-to)|p) = S60(t), (2.1.19) 


其 中 , (a| 和 |b) 是 某 种 给 定 的 态 (在 场 论 中 , 它们 往往 是 Ho 的 本 征 态 ). 有 了 (2.1.19) 
式 的 完全 知识 , 就 可 以 计算 在 一 个 过 程 中 任意 力学 量 的 平均 值 随时 间 的 变化 . 比如 
初始 状态 是 |w,(t0))， 终 末 状 态 是 |w,(t))， 则 可 以 用 完备 基 矢 》 |ai)(ai| = 1 来 展 
开 , 得 到 
关键 
(oj 凡人 》 = (ayler F(to)|b.) (belbs(to)) = Soo t) (belwps(t0)) . 
(aj|Ws :)) = (ajle 1) Dr bps (to0)) = Dajbr :|Ws 
已 知 
还 可 以 从 另 一 角度 说 这 个 问题 ， 比 如 已 知 在 加 时 的 信息 (wolai) ailyo) = 
人 | 山形 是 测量 力学 量 4 的 本 征 值 为 a; 的 概率 (假如 还 知道 它们 的 相 因 于 )， 如 
果 想 知道 在 上 时 刻 测量 B 的 情况 , 考虑 到 
(poles Reto) |p;) (ble AT) po) (对 了 不 求 和 ) 
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是 在 t 时 刻 测 B 得 本 征 值 为 5; 的 概率 , 只 要 知道 (bj|e 一 雯 六 (t 一 to)|a;) 就 够 了 , 这 是 
因为 有 
(bjle—# H(t-to) yo) = (bjle— A(t-to) 入 |ai) (ailwo) 一 Sosaslt = to) (ailwo). 


i 


2.2 ” 费 恩 曼 路 径 积分 量子 化 


费 恩 曼 由 正则 量子 化 方法 导出 路 径 积 分 量子 化 , 这 是 另 一 种 量子 化 方法 . 这 种 
新 方法 的 优点 是 它 有 很 好 的 经 典 图 像 : 路 径 积 分 被 积 函 数 中 的 量 都 是 经 典 量 , 因此 
便于 由 经 典 对 易 量 的 计算 方法 导出 量子 体系 的 相应 结果 . 

(1) 由 前 面 的 分 析 我 们 知道 , 量子 体系 中 计算 的 关键 是 要 算 演 化 矩阵 元 Sb。 = 
(le- 二 有 (tab)la) , 而 这 只 要 算出 在 g 表象 的 矩阵 元 (qle-8(-4)|g) 就 可 以 了 , 这 
里 态 矢 量 |q), (q'| 是 4(0) 的 本 征 态 . 这 是 因为 


(ble—iA(t2 -ta)|a) 
= 全 /age f aqla) (ao) 多 闻名 


=/ dg'dq(blq’) (qla) (qle— #7 (tt)|g). 
以 下 证 明 


(qle—i H(t)|g) = (9', t2lq,t1), (2,2.2) 


其 中 , |q,t) 三 e#Htlg) 是 G4(t) 的 本 征 值 为 g 的 本 征 矢 . 
证 明 ”由 4(0)lg) = qlq), 有 


(ei MG(0)e- kM! ei flg) = = eiMtglg) = gei tlg), 
— dG(t)(eiAtlg)) = gei tlg). 
所 以 lt 三 efadlo) 是 Glt) 的 以 q 为 本 征 值 的 本 征 矢 . 由 定义 有 
(qs tol ti) = (cilg)) (eitlg)) = (ale keel) 
为 导出 费 恩 曼 路 径 积分 , 我 们 首先 计算 在 At = ts -很 小 时 
(stale ti) = (a le ihrlg) = 人 | f dplp) (ole 2g) 


的 值 . 我 们 有 


Re 
(glp) = J 瓦 三 万 (办 人， 
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当 At 很 小 时 得 到 


(ple—- HAt|g) = DAE 


e plg). 


由 此 得 到 , 
(qt2|q,t1) = dp(q’ Ip) (plq)e 人 


1 i / i 
e di; ei(lg 9pPe- Hp,a)At 
/ " (去 ) 


_/ | - 计 [H (p90) -Pp| At 
= ,| dp (过 e . 
令 一 4 =g, 此 式 可 以 写成 


At 
" dp 3 ， 
(qt2|g,t1) =- | 匡 sHea -me (2.2.3) 


2Xh 


(gq, T2lq; T1) = (gq, To| /ao T> — At) (lqn, T2 — At|.:- f sal + 2At) 


(gq2, 全 十 2Ai ju |qi, 71 一 At)(qi, T1 十 Atlg, T1) 


= don dm { Pet Se hE Rl 
27h 27h 


三 No | 9490e*! dtL(p,q,0). (2.2.4) 


其 中 , j(p,g,9) = p44 一 日 (p,q) 是 q,9 和 p 的 函数 , 这 就 是 费 恩 曼 路 径 积分 公式 最 普 
遍 的 情形 . 

注意 : 作为 算 子 , 在 以 上 表达 式 中 , 我 们 要 求 [94, 身 = 讨 . 我 们 讨论 的 是 在 此 前 
提 之 下 态 矢量 在 演化 算 子 e-*H(54) 的 作用 下 演化 问题 

(2) 当 哈 密 顿 量 为 末 = 2 十 Y(9) 时 , 对 p 的 积分 可 以 积 出 


"十 OG ,十 DO ， so/ F 2 / 
| de) dperin|m+? 旨 mt( 区 ) ( 矢 ) 
—00 “一 29 (2.2.5) 


,十 cc ， 。 
/ dpe-w(p+ 才 ] gia( 疾 )】 ee. 


= OO 


Atd. 


i i 1 
在 (2.2.3) 式 中 ,a = 十 AL P=—- 
a 2mh hh 
我 们 得 到 
由 


Pe ke! AL 1 2mlin SH va)at 
ee Le 27h ~ 2ahy Aii 


Sy 人 由 [ 合 经 -V(O] At 一 7 ACR LN 


2nhAti DXhANi 
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其 中 , 拉 格 朗 日 量 为 


L(g0) = 379 -V9) = (0 —q)/At)? — Vg). (2.2.6) 


由 此 给 


(g', T2|g, T1) 
=(q Ta) | donlan Ty-AD (gn Ts- At|.. / 1g2|g2, Ti +2At)(g2, Ti+2At| 


x f dala TaD) a TtAtla, T) 


nt+l 
7 i » VA > 。 
= d “dq ei(Langn)Att. + L(g1.9)At+t Lg) At) 

/ DAA 


q(t=T2)=4’ 


村 EE m gid ， 
= -do 一 -一 -一 e q(t=T1)=4q 
0 27hAti 


n+l n 


一 Me /8 6 
| ( 3 ) ll ge 
=N | 9aeis. 


这 就 是 用 拉 格 朗 日 函数 表达 的 费 恩 曼 路 径 积 分 .我 们 可 以 把 它 的 适用 条 件 放宽 到 
HH 是 正则 动量 的 二 次 多 项 式 . 这 些 结论 在 多 个 变量 {g;} 的 体系 也 正确 . 
由 (2.2.2) 式 我 们 得 到 


(dle mT = N f 9aets (27 


请 注意 (2.2.7) 式 与 (2.2.4) 式 的 区 别 . 在 (2.2.4) 式 中 工 是 p,qg 和 ;的 函数 . 而且 使 
用 范围 不 受 H 是 pb 的 二 次 式 的 限制 . 
3) 考虑 


A= (qd To|Allt La )Az(t,) 43(te)ld， 7 )， ta > tp > bas (2.2.8) 


由 (2.1.11) 式 和 (2.2.2) 式 得 


eo-iHT2 ekHto A @— Hto eh Ht Ase— HtrokHt 次 人 = iHt. 


A=1 


LEAT) A LA 4 LG) A tH 
=(g'le iH(T2 ta) Aje iaHl(ta 如) Ase nH 人 lte te) Ase 让 三 (te no). (2.2.9) 


ee 二 mn | 


q) 


与 前 面 推导 类 似 , 我 们 可 以 将 时 间 分 割 为 许多 小 区 间 , 中 间 插 上 / dqlq) (gq|, 当 A1. As. 


2.2 费 恩 曼 路 径 积分 量子 化 . 27 . 


43 只 是 g 的 函数 时 , 由 Ajlg) = 4A;(g)|q), 导出 


?十 1 
2mhx i 于 
A=| [I dg ( A ) ei fi Ldt Ail(gt )e™ fr bat on 
t= 1 
6 关内 Ldt As(g je fre bat 
yh Wi (2.2.10) 
ZIMNT 和 
一 Aii ) / Il dge**? Ai(gi, )A2 (gi, )Aal(gqr.) 


=N | Faets A lg) Aslgn) Aalg) 
注意 . 这 里 被 积 函 数 中 全 部 是 经 典 量 , 但 (2.2.8) 式 右 边 , 即 (2.2.10) 式 左边 4 的 定 
义 式 中 的 41. 42. 43 必须 是 按时 间 排 列 的 . 在 以 上 的 推导 中 , 初 态 和 末 态 是 6(T) 
和 4( 卫 ) 的 本 征 态 . 由 于 它们 是 完备 的 , 我 们 可 以 用 线性 亚 加 计算 任何 初 态 和 末 态 
之 间 的 路 径 积 
(wi|T{A! sys 4 lw2) 

= (Wi| far le Tg TT {A A f aala Ta Tr) 

三 NN ! Dgqer® A1:-- An (wilg', T2)(g, TiNw2). [2.211 
在 这 个 式 子 中 Yq 包含 对 g 和 gq 的 积分 . 

(4) 对 于 (wi| 和 wz) 是 哈密 顿 量 万 的 基态 的 情形 , 我 们 有 另外 一 种 方法 . 我 
们 把 (2.2.9) 式 中 的 (qz 和 |q) 写成 五 本 征 态 的 全 加 ， 
万 | 人 = En,|f,), 


同 三 入 By 
好 | 三 Cn (sl. 


rm 


4 到 下 Cr Ch (fmle H(T2 ta ) A 和 Ase H(t 1) 2,) 
= > CO” Ce i Em To En (f2 er Hi 41 “ 43e- Ht (2 ): 
当 二 Ti0), Ti 一 一 T(1 一 ie), T 一 o%0 时 , 太 的 基态 对 应 项 成 为 主要 页 献 ， 
lim A=C/Cove eT ) (flern ts A Ase | 人) 
Tx 
= CC oe me t= (G0| Arlta) Ee As(t) 120) 


= Tie 站 天 0127 (1 i (Ai (ba) Aal(te)) {22, EA 
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给 出 算 子 的 按时 间 顺 序 排列 的 乘积 ( 称 为 编 时 乘积 ) 的 真空 (基态 ) 平均 值 (也 称 为 
算 子 编 时 乘积 的 关联 函数 )， 在 这 个 推导 中 , 把 |g) 和 (q'| 换 成 一 般 的 其 他 态 矢 量 . 
结果 也 类 似 . 

以 上 结果 可 以 推广 到 个 算 子 的 情形 . 由 此 得 到 


. ' [a 广 fe dt 区 7 
dm N | Yae 0 HAi(a(t)) 


一 CICoe iEo2TOTIO(T{I Ai(g(t))}) (2.2.13) 


附录 2.2A Gauss 积 分 
我 们 有 


上 ez dz 1 ev dy=4 (f od) 
1 /a 0 


drdye—(® +y ) 


全 2 1 EY - 2 2 _ |2e 
二 rar dbe ”= ;/ dr2e-” .2nx = 区 (一 e )| 
9 0 2 /0 0 


二 A. 


CO 1 
令 岂 = 1 ez dz, 则 w= 3V™. 
0 


。 +i 
考虑 回路 (图 2.2A.1), 其 中 Vi = 有 


oo 
令 w= | ez dz, 有 


,0 
sd . 
/ dz==0= [+/+/. 
8 di -Ja a 
"OO 3 1 i 可 J sz 
/ | ez dz 一 路 二 5V™, 因为 当 z = re 时 ,le |=e "20, 当 r 一 o0 时 
J1 /0 


‘2 2 。 
/ rdbe-" “os20 0, | 一 0. 
/0 /2 


附录 2.2B 费 米 型 力学 量 的 路 径 积分 量子 化 . 29 . 


/ es | as (WA) 三 1 dzre-iz? . (-v) = A 


iw +w=0 


-3 Se “qz = VAN 


区 
Ls er-iae dz = 一 ，a > 0. 
V ai 


图 2.2A.1 


附录 2.2B ” 费 米 型 力学 量 的 路 径 积 分 量子 化 
令 =1, 考虑 由 经 典 到 量子 的 对 应 


天 an = = [4 剖 ; 兰 三 (及 干 总 奈 


因此 , 基本 力学 量 的 反对 易 关 系 为 


[Qi Pl i0ub， [Qa, Qo]+ = IB,, Pl+ 三 0 
Q2 = PP? =0, a= 1 ,NN 
我 们 需要 构成 | 有 ) 和 (gl, 然后 才能 构成 (g14|). 首先 定义 真空 态 |0) 和 (0|, 使 它 
满足 
Qu = 0|B=0 
对 一 切 a 成立, 并 且 (0|0) = 1. 然后 定义 态 
la.b,.…)= P,P,...|0), 
(0 | 三 (0 (iQ,)(—iWYa), 


不 难 证 明 


、 0， 如果 集合 {c,d,…} 去 {a,b,…}, 
(| 如 ) 如 果 两 个 集合 相同 ,(= 1, 如 果 c = 0a,d =b…) 
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{Qa} 的 共同 本 征 态 |q), 要 求 
Qalg) = golq), (qlQa = 人 lou: 


由 于 QQs 十 QsQa = 0, 就 要 求 gugqo + qoqa = 0, 因此 g。 不 可 能 是 普通 的 数 . 这 
ga, qb 就 是 所 谓 的 Grassmann 数 (G 数 ), 它们 有 性 质 zy = 一 yz, 即 乘法 反 交 换 . 这 
里 要 引进 N(a = 1,…,N) 种 Grassmann 数 . 注意 : 当 ce 是 普通 复数 时 . cg, 和 wm， 
是 同一 种 . 
进一步 要 求 这 种 数 与 算 子 @。 和 P, 也 反对 易 . 也 就 是 
[qa, qb]+ = [qa, Qo]+ = [qa, Pol+ = 0. 


我 们 来 找 Q。 和 已 的 左右 本 征 态 矢量 . 令 |q) = exp(-i, Pqa)|0), 则 有 


(Wa qa)|g) 一 (Wa SS qa) exp(—iPugqa) exp [- 全。 nu 10) 


b#a 


= (Qa qa)(l iPa qa) exp (Em 10) 


ba 
和 
Call E iP, qa) 三 (1 人 iP,qa)Wa 十 qa， (2.2B.1) 
以 及 
gall 3 iPi ga) 二 da， 
于 是 有 


(Qa > qa)(l 宇 LPga) exp . mm] |0) 


ba 


=(1— iP,ga)Qa exp p> ou] 10) = 0， 


0 天 Q 
lq) 的 确 是 本 征 态 . 
还 可 以 令 
(q| = (0|(a Ya) exp (- 办 加 本 


a 


在 这 里 , IIQ。 = Q1Q2:…QwN, 下 面 约定 LX = XXXNN. 
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我 们 可 以 类 似 地 证 明 (dl@u。 = (qlqa, 则 


(qlq) = (0|(Ta Qa) exp ( SD = 柯 10) 
b 
利用 (2.2B.1) 式 得 
(day = I (go 一 gg 


我 们 还 可 以 定义 |p) 和 (pl: 


|p) 二 ex (- > oo II 已 |0)， 


a 


(p| = (0| exp (- Dme.) : 
则 由 QP 和 gp 关系 的 对 称 性 有 
(pp) = (ps — pa), Plp)= palp), (plPs = (plpa. 


注意 : 这 些 本 征 态 都 是 (a,5,…| 和 |a,b,…) 这 些 基 本 矢量 的 线性 组 合 , 只 是 
组 合 系数 是 G 数 . 

另外 . {ps} 是 男 一 组 G 数 , 又 有 NN 种 . 

还 可 以 证 明 


(glp) = (ql exp (= 放生 ao | I PIO) 


= (IaeTi re )(g|I, 已 0) 

O(a Qa)e Ta FoI, P,|O) 
O|(Ta Qa) TT, Pei a te |0) 
Olconst ei Fam |0) 


= (Tlae tre )( 
= (Tee ere )( 
至 (IILe 一 io pa ) 


={(Ile™ wh jeonst; 


其 中 
const = (DN(—1)NN-D)/2 = xw = (0|(aQa) (Ta Pa)lo). 
所 以 得 


i pa 2.2B.2 
(lp) = Xe Tam (2.2B.2) 
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类 似 地 有 
(plq) = e -ie (2.2B.3) 
下 面 定 义 G 数 的 积分 . 
定义 


fa = 0， /ace =1, 


déadé, 二 dépdéa = (0， déaéb 二 €pdéa = 0， 


f desde tent) = fa | /are : 


注意 2 = 0. 任何 f( sii 在 积分 时 , 如 果 有 一 项 中 含 6 A,( 当 
然 如 只 能 有 一 次 )， 则 f dégaf(é <) 就 取 这 一 项 的 系数 4。 (其 中 A GhpEe™: = 


对 一 切 a 都 成 立 . 要 求 


由 
当 所 有 的 {&4} 与 所 有 的 {&。} 无 关 时 , 有 
/mae te) = /made 
当 重新 组 合 这 些 的 基底 , 令 C= 亲 , aaoto,(ans 是 普通 复数 ) 则 有 
IlaCa = det[Qaolll,é,. 


其 中 , [ai] 是 以 aos 为 矩阵 元 的 矩阵 
令 /mak 二 x /ac 由 于 


= ~ 1) 


f magalrmt) 一 det[Qap] ! /mactman = (= 1) 


由 xdetlaao]j-!=1 可 以 推出 x = det[Qas] 


一 /ma = detlaou] /mac， 
这 与 普通 数 不 | 


可 以 证 明 ( 见 34 页 “附注 7), 对 于 任何 态 
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二 Co|0) 十 2 la) 十 》 Cavla, b) 0) 十 


azKb 


当 Co, CC 都 是 普通 复数 时 , 我 们 有 


小 Tadgalg)(qlf) = (—1)*|}), (2.2B.4) 


} ne (2.2B.5) 


由 于 场 论 中 的 入 射 态 矢 量 jwo) 都 是 由 产生 算 符 (相当 于 P,) 作用 于 真空 态 上 得 到 
的 . 而 中 间 的 态 矢量 | 有 ) = exp [idlwo), H 中 不 含 G 数 , 所 以 这 两 个 公式 的 前 提 
都 满足 . 


令 

加 从 JE 

P(e Pe 
lq,t) =e' ttlg), |p,t) = et|p), 
(gq,t|= (gle iHt, (p,t|= (ple-i#!, 

我 们 同样 有 

a= LO A = 
dt hh" dt 


注意 这 里 [Qs,H] = QsH - HQa, 即 五 应 该 是 偶 的 算 子 , 也 就 是 由 偶数 个 费 米 型 
算 子 8 或 PP 乘 起 来 组 成 . 由 于 


fa t)(g, tIlldg(— oo fg) (gllHldg(— eiHt — eifte-iHt 一 1， 


所 以 |q,t) 也 是 完备 的 , 正 交 归 一 的 , |p,t) 也 类 似 . 
以 下 可 以 完全 按照 玻 色 子 的 情形 , 得 到 


(9 7 十 drld,7) = (de 一 org， 


(ge 一 二 (Sar|D) 一 (glp)e- iH (gpP)dT 
得 到 
(gq,T 十 dTlq,7) 三 (de iHdr / [Pp) (pHadpalg)(t1) 


= /ww id 和 Da 十 ] )， 
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由 (2.2B.2) 式 和 (2.2B.3) 式 , 得 
(q ,T+drlg,7) = XN f mapae og 0 
给 出 
(q',t|IT{Oa(P(ta)Q(ta)), Op(P(tp)Q(tB)),... Hq.t) 
i Tardqa(T)dpa(r)OA(P(tA)Q(tA)), Og (P(tp)Q(tB)),.. 
qa (t)=qa,ga(t’)=qg/ 


xei 人 dr{2 4 Pada(7T)—H(q(7T),p(T))} 


注意 : 在 电子 场 的 研究 中 ,》 pada 一 五 (pq) 就 等 于 拉 格 朗 日 量 . 
附注 ”要 用 费 米 型 力学 量 作 费 恩 曼 路 径 积分 , 我 们 要 3 个 条 件 . 
(1) 找到 已 ,Q。 的 本 征 态 |p), 1g), (p|, (ql, 使 
FE. |p) Palp), (| 已 = (plpa, 
Qalg) = qalg). (q|Qa = (dlau， 
这 样 
(zlO( 忆 ,Qujle) = (plq)O(pa, qa) 
就 可 以 将 力学 量 , 比如 哈密 顿 量变 为 经 典 量 . 
(2) 证 明 这 样 的 本 征 态 集合 是 完备 的 : / dglgj 人 如 = dp 四 全 [= 于 
(3) 求 得 (plg) 和 (qlp). 
它们 具有 形式 
(dlP) = const elP 3 
(plq) = const e—i?'9 
就 可 以 保证 求 出 的 路 径 积分 形式 与 玻 色 型 算 子 的 一 致 
我 们 已 经 具体 证 明了 (1), (3) 两 个 条 件 是 可 以 实现 的 , 现在 证 明 第 (2) 个 条 件 
即 完备 性 , 考虑 一 个 态 |b, c,d,…，) 


/ma lq) (qlb, c,d,...) 
| 


xD .~ 人 一 人 一 、 
到 /maue-i， Paga |0) (0|(Ta Qa)e -~i2ugaPa .,. 记忆 Pi |0)， 


将 PP.P.… 左 移 , 越过 eve 关 (它们 可 以 交换 ), 则 
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f Hadaalo) alb ed,.) 
> /manerz， 4a9a (0) (0|(THa Qa) PP. Py es ei2s qa Fo 10), 
再 将 BP.Py 左 移 . 越过 I 则 


To CY PoPe Ps > (—1)Ne (0) Ta,00...0 十 (DMP,() Tayeg..Qa 人 
+(—1)N2P,P.(i) ?1a...Qa 
No=N—b+Noc+..=lN— (b+ce+t+:..), 


除 第 一 项 外 . 其 余 到 达 真 空 (0| 都 变 为 0, 我 们 得 到 


4= | madalo) ab ca) 
|—9) 


Pe 
= | Tague Ee Pol0) (Oopsea Qo Ee FO)(—1) Ny 


及 / IHadqae Ye Page|0) (0|Tazo.cd...(—qa)e Te Fel0)(—1) (i) 
= (0le™ TaqaPs IIwzncid( 一 ga)|O0) ee 


一 / a I0) {0|Taz60a...9al0)(—1) "0) (1) M7! 
= | Mdgalasos geo Te lO)(—1) "oC) (I) 
由 于 dg 和 w 必须 成 对 , 积分 才 非 零 , 我 们 得 到 
A= | Tadaobea( -iP lO) (DY) 
= ey | Davedga lade (iPsgo)lO)( 1) "(=D)" 


三 (一 ]) -No / 亲人 


1) LL+1) 四 
= fed) qvqe: :PP..….(—1) 2 [0)(=1)” ! 
St) 

一 (一 IN De 


最 后 我 们 证 明了 
/ Il,dgalg) (gq| = ( 1 
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其 余 的 证 明 类 此 . 
硕 Ca = Dp Gobtps 则 IlaGa = JTJ (Ca 右边 只 有 6162 :EN 的 项 存在 . 其 
余 一 定 有 台 , 因而 为 0. 这 些 项 是 
{C11C22: :CNN + (—1)C12C21 CNN + :+ Ci C2is C3is :CNin (—1) 7 }Hoaé 
=det |Cas|lloéo. 


这 里 置换 群 元 P 是 
( ] 可 i 坝 ) 
i i2 iN 
积分 要 求 


N(N—1) 


jacmec =(-1) > = /mac det(C)Ilaéa 


N(N—1) 


= /xmae det(C)Illués = xdet(C)(-1) 7 —> xdet(C)=1, 


于 是 x = det(C)-:L, 即 
IIudcs = det(C)- Idé,. 
这 与 玻 色 型 不 同 , 玻 色 型 是 
OC 


Ilsd¢s = det (3 Iladé, = det(C)IIadé,. 


考虑 
[EG 十 上 ,ca 十 5 i&a 十 和 oh)， 


其 中 , 入:… 与 总 不 相关 , 即 [ dé。t! = 0, 由 于 f= ( 细 十 总 )g( 和 十 绚 ia 十 PE 二 )， 
所 以 


[EG Fe + a Ee) 
$F dé (és + &i)g+ / déah 
=g+0+0= /deofle Ry 


与 总 无 关 . 
当 取 全 部 积分 时 , 有 


/ Iadesj(E + &) = / Tdé, fe). 
(如 果 # 与 & 都 无 关 ) 也 就 是 说 , 费 米 型 积分 相当 于 玻 色 型 上 下 限 是 上 EN 的 积分 
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2.3 ”量子 场 方程 


在 本 节 我 们 用 路 径 积 分 推导 量子 场 方程 . 考虑 场 的 一 个 任意 变更 , $ 一 9 十 84， 
其 中 8o 与 $ 无 关 . 这 时 由 含 力学 量 的 费 恩 曼 路 径 积 分 公式 得 


ne gy We N /vod An(o)e 
(2.3.1) 
= 人 /2 (的 十 50)41( 的 二 80) An(O + 90)e lt). 


这 里 第 二 个 等 式 是 因为 只 是 换 了 积分 变 元 $ 一 = 9 十 59 而 已 , 积分 应 该 不 变 . 
我 们 得 到 
(2:3,.) 式 右 边 = N | 20(41 十 541) (4 十 6A )ei(s+85) 


=N /os 二 而 


=N | 964: a 


十 和 [ YO(0A1A» ee A, 十 “…' 丰 41 人 SAn)e® 
(2.3.2) 
+N 上 BOA1::. An(idS)e'? 


(2.3.2) 式 第 一 项 与 (2.3.1) 式 左边 相同 , 因此 (2.3.2) 式 后 两 项 之 和 为 
N / 924(54142 .4 十 二 454n)es +N | yoa .An (IB je =0 


当 在 所 有 的 4) 所 在 地 84 = 0 时 , 我 们 得 到 


N | 264 人 (2.3.3) 


而 5 的 变更 为 
22 站 / 0 
Se=N == =0, Bodaiw th de, 60. 
Ee / ( Uw ‘O00, 2 i je Opn 
由 于 8y 是 任意 的 , 使 等 式 


» /0% , 0% 
A pe be -0 (2.3.4) 
( 1 | Ai /a ( O00 On CO ) |. 
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当 9 之 “8 22 的 时 空 点 与 4 .… 4， 的 时 空 点 不 重合 时 , 恒 成 立 . 因此 , 算 子 的 


52 0 
O00 "Op, 
在 这 样 的 点 成 立 . 这 就 是 量子 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 . 


0 


2.4 量子 Noether 定理 与 Ward 恒等式 


在 这 一 小 节 , 我 们 用 路 径 积分 方法 推导 量子 形式 的 Noether 定理 与 Ward 恒 等 
式 . Ward 恒等式 给 出 在 对 称 变换 下 力学 量 的 变更 与 能 动量 张 量 之 间 的 关系 . 由 经 
典 Noether 定理 的 推导 , 我 们 知道 当 存 在 一 种 变换 500 及 j*, 使 


ss= | arz(o+60)— | dr = da 六 (2.4.1) 
V JV oOV 


对 任意 V 总 是 成 立时 , 我 们 称 这 是 一 种 对 称 变换 . 考虑 时 空 的 任意 区 域 V2 D2 Vi， V3 一 
Vi 是 一 个 狭 窗 的 窜 带 ( 薄 壳 ), 见 图 2.4.1. 我 们 令 ju = a66o0, 其 中 a 是 在 V2 外 为 
0, Wi 内 为 1, 在 WV 和 之 间 的 窄带 中 光滑 地 变化 . 

这 时 在 全 空间 有 (dr 三 dd4z) 


QS 三 dT76.% + d7T0.2 +| dT0.% (2.4,2) 
V2 外 Ww—V 


Ta 内 


其 中 , 第 一 项 为 0, 第 三 项 = f douj*, 第 二 项 为 


vaDW 


0 


Pe Bo 
/ dT i 4. 下) 00) 十 几 = (4A)++(B). (2.4.3) 
售 三 机 Ogy BO( Ve) 


OD 


a=0 


a 变化 ,Va=0 
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现在 我 们 分 析 第 二 项 中 的 第 一 部 分 


OZ” ~ ON 
(A)= um d7 (学 全 937) 00. 


考虑 当 他 -六 的 厚度 入 0, 由 于 (全 - 93) 是 有 限量 , 与 56 无 关 , 而 当 


和 一 0 时 , 50 的 数量 级 不 变 , 因此 可 以 忽略 这 一 项 的 贡献 . 我 们 得 到 


: 0 0 
170.2Z 一 一 do 0 jc 一 一 0 2.4.4 
bs > V2—Vi) 人 9- = op Op 0 ( ) 


由 (2.4.2) 式 和 (2.4.4) 式 给 出 


Y OL 
is—4 i (i $00). 
OW Op | 


含有 力学 量 的 费 恩 曼 路 径 积分 公式 给 出 


(T{Ai i An}) = 人 / DOAT(P) …. An (pb)eis I 
一 必 / DIO + E69)A1(9 +60):.. An(g + 69)e's H+) 
在 9(0+60) = 20 时 (由 于 600 可 能 与 6 有 关 , 所 以 这 个 条 件 需 另 加 ), 得 到 
(T{AL::: An = { 9641 (6) An(b)est 

HSN | 98441(0) .6A A (@)eiS ld 
ya 下 92041( 内 4)ioSeis 罗 ， 

其 中 , 第 一 项 等 于 (T{4; …:4}), 因此 有 

vy {goa ha tS tN f 0 AolisS)e =0 


111 
组 出 


(1 dv (x -> 全 5 Al 是- 光 A Ey i :二 An 10An}) -3 0. 
\ /ov OW, 


当 Vi 不 包含 4 时 , 54; = 0; 反之 , 当 Vi 包含 4; 时 , 54 不 为 0. 特别 是 , 当 VW 
只 包含 一 个 4 ,时 得 到 


i / dz (7 Ue jb】 41 Ra 4,) 十 (T{Ai ni ‘04; a A }) > 0. 
‘Jaw | Oh 
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因此 , 作为 算 子 有 


mn 
为 小 局 域 开 f dy | (2.4.6) 
二 GAA OD 


这 就 是 Ward 恒等式 . 
当 Wi 内 不 含 算 子 时 , 就 得 到 量子 Noether 定理 


SS 
f= 
Se 

Se 
[到 
9 
下 
> 
| 
S|Y 
Sg 
OO 
SS 
© 
NSS 
\ 一 一 一 
| 
人 
Re 
Cd 


因此 , Ward 恒等式 是 Noether 定理 的 量子 推广 . 
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在 这 一 章 , 我 们 研究 几 种 重要 的 自由 场 的 量子 化 , 自由 场 的 场 方程 是 线性 方程 ， 
满足 登 加 原理 , 因此 在 量子 化 后 , 可 以 看 成 是 许多 独立 粒子 的 系统 . 


3.1 狄 拉克 场 (自用 的 场 


我 们 在 本 小 节 介绍 狄 拉克 场 ， 它 是 描述 电子 和 其 他 自 旋 为 3 的 费 米子 的 场 
首先 , 我 们 复习 狄 拉克 ?+ 矩阵 和 洛 伦 效 变换 。 
3.1.1 > 和 矩阵 和 洛 伦 兹 变换 


1. 度 规 张 量 和 1) 给 阵 
令 时 空 的 度 规 张 量 g 是 对 角 和 矩阵, 它 的 对 角 元 为 (1, -1, -1 


= 
g= [9g] = diag(l,—1,—1,—1) = , | (3.1.1) 


其 中 , 符号 [Mij] 表示 一 个 以 {Mij} 为 矩阵 元 的 矩阵 . 
狄 拉克 引入 四 个 * 矩阵 , 它们 是 (i = 1,2,3) 


7Y" 三 加 三 ， Y= 一 %= i Ey (3.1.2) 
0 =7 -or 0 0 1 
0 1 0 = 1 0 Ss 
0l 二 ， 02 二 ，og=| (3.1.3) 
1 0 i 0 0 = 


满足 

是 
t 

Uh ~ ~ 

了 了/ /上 下 


[ps yy t+ 三 Yn Nv 十 gp = 20vl; 1 1 (3. | 1) 


由 于 狄 拉克 矩阵 的 反对 易 关 系 , 可 以 证 明 , 由 它们 的 线性 营 加 得 到 的 矩阵 的 平方 
定 正比 于 单位 矩阵 ， 这 是 狄 拉克 矩阵 的 最 基本 性 质 ， 由 {7%} 可 生成 16 个 线性 独 


并 的 年 阵 : 
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I 1 
日 Vp 4 
pe zDe ge (3.1.5) 
Yun’Y5 4 
7% = i YY 1 
16 
由 (3.1.4) 式 , 我 们 有 
[Gi 7?A] 2i(gyx Ys gpXYv): (3.1.0) 
习题 求 OH 和 5 的 表达 式 .. 
2. 洛 伦 北 变 换 
令 太 为 
rT =t, 2!=7 r? = 9/， 7 = 
并 且 令 
= Be 
洛 伦 效 变换 是 保持 闵 科 夫 斯 基 空 间 4- 矢 量 长 度 不 变 的 坐标 变换 , 即 变换 a: 1 = 
pal 
oz 使 ztgz 是 不 变量 . 因此 , 由 onv = 9 并 且 由 9 是 对 称 矩阵 , 可 以 导出 
Tgpvy” sa CH gw = (a )gnv (a” 0) 
= 7a,guwa",y? (注意 重复 指标 求 和 规则 的 具体 用 法 ) 
Ws 1 | 


1 
gap 


= 之 Qunv 一 Gis 一 a gapa?y. 
令 o =b 十 wp wy| 之 1 代入 (3.1.7) 式 给 出 
wgar 十 gupw vy 三 0 一 govAwA， 十 Gupw v = 0， (3.1 性 ) 
令 Wiuwv 三 9ppWwA on 我 们 得 到 
Wun + ww = 0, (3.1.9) 
Whv 对 指标 Hv 反 称 . 
定义 [gz] 为 [guv] 的 逆 矩 阵 ([M5] 表示 和 矩阵 元 为 MY 的 矩阵 ), 可 以 证 明 . 令 
wr 三 giowrp( 其 中 grr*gvg 三 545) 时 ,有 


wr + wr = 0, (3.1.10) 


即 wx” 也 反 称 . 
习题 ”证明 (3.1.10) 式 . 


3.1 狄 拉克 场 ( 自 旋 为 二 的 场 ) 


3.1.2 ” 狄 拉克 方程 


狄 拉 克 方 程 是 仿照 薛 定 请 方程 得 到 的 , 但 是 要 求 时 、 空 相对 论 协 变 . 


薛 定 请 方程 (自由 粒子 ) 是 


1 1 
(+ 让 癌 )*-0 上 (人 


(3.1.11) 式 对 应 于 经 典 自 由 粒子 的 方程 


2 
y=0 
Dnt 


为 了 使 时 空 相对 论 协 变 , 狄 拉克 给 出 对 时 空 的 偏 微 商 是 线性 的 方程 


0 0 0 30 
(六 十 订 二 十 六 二 十 这 一 一 ") v=0, 
I JY 


ot @ @ Oz 
上] 
(YE+Y P+YP+YP -my=0. 
这 应 该 与 相对 论 质 能 关系 相 一 致 , 即 由 此 等 式 能 导出 经 典 方程 


E*—P-P-P-m=0. 


~ 


考虑 到 要 由 (3.1.13) 式 导 出 (3.1.14) 式 来 , 将 
i 
左 乘 (3.1.13) 式 得 
(YBE+Y P+YPB+Y PP) -my=0. 


因此 , 要 求 
EFIP FTB+IYR = -PP-P-P 


2 万 2 万 2 万 2 p> 
这 就 要 求 


DA 三 2g 和 9 = 


其 中 , 已 , = P1 = -P,P,=P?=-B,P,=P=-P,EB=P=h,P,=i 


3 


(3.1.11) 


(3.1.12) 


(3.1.13) 


(3.1.14) 


和 
DZA 
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其 中 , [75 ==YY 十 六 YY. 这 些 y 矩阵 可 以 用 下 述 算 阵 来 实现 : 


7 = 7 =-—% (3:.1.15) 
我 们 可 以 将 狄 拉 克 方 程 写成 
(iyfO, —m)w»=0 (3;1. 16) 
Vi{ZA} 
/) H 
O, 三 WF “第 二 te】 
Oxt U3{ZL 
Va{ZA} 
注意 z0 = xwo=t wl = x1 = 22 = zo =Yy, 7 = 一 Z3 一 2， 


在 下 文 , 通常 以 z 代表 (z0, zl z2,z3) = {z+} = (t,x,y,2). 
对 4- 矢 量 Bu 可 将 YB 写成 录 , 因此 又 可 将 狄 拉 克 方 程 写 为 


(i — m)v = 0. (BL,17) 
在 坐标 的 无 穷 小 变换 下 
T=7T wr 三 一 wy 
考虑 对 坐标 的 偏 微 商 的 变换 性 质 
人 /1 、 
Drm 注 0, 二 Bim Br 三 nb. (3.1.18) 
DZ Ox” 
dp 
由 OZZ OZ 得 pv 
abbs = 066. (3:1;190) 
因此 , 当 qb = 此 十 wt, 而 且 wt 是 无 穷 小 量 时 , by = 弘一 wi, 由 此 可 以 导出 
0 0 ,0 


Orr Orr “Hor 
0 = 0, — wi0,. (3.1.20) 
从 这 些 关 系 , 我 们 可 以 看 出 如 果 不 改 变 w 的 各 个 分 量 , 方程 (3.1.17) 本 来 在 洛 伦 效 
变换 下 不 是 协 变 的 . 为 了 使 之 协 变 , 我 们 将 v, 的 各 分 量 重 新 做 线性 组 合 ， 


/ 


Wo Sa = ww, (81:21) 


3.1 狄 拉克 场 ( 自 旋 为 的 场 ) : 西 ， 


(这 — m)w’ = 0, (3.1.22) 
也 就 是 要 求 (io 一 m)sSw = 0. 方程 (3.1.22) 等 价 于 


[8.5 3748 — mjy = 0, (3:1.23) 


由 于 0 = 0,bY,, 这 只 要 
9S-17A4S = QT^ (3.1.24) 


就 可 以 了 ， 这 时 有 83 3 = Dipani = 00” = Ouy*， 因 此, 可 以 把 
13.1.23) 式 写 成 (ip 一 m)w = 0, 这 自然 是 满足 的 . 为 了 构造 与 洛 伦 效 变换 a 相 
关 的 5, 使 其 满足 (3.1.24) 式 , 我 们 考虑 无 穷 小 洛 伦 效 变换 . 在 os = 64, 十 wr 时 ， 
(3.1.24) 式 给 出 

S-1yHS 二 -十 wAATA. (3.1.25) 


二 
令 5(a) = exp ( -ie 写 ) 兰 ] 一 Jo, 则 有 

S(a)-1y*S(a) 圣 ww 人 4 (3.1.26) 
用 [4B.C] = 4[B,C]， 一 [4,C]+B, 得 到 


el yy 


| 


1 7 1 
Phe sh = ss 


1 
3(729" 2gr*y* 二 TZ20A^ 于 202^7/) 


2i(74g2 — yg!), 
l 


S(ga)- -17y*S(a)e 39 — gy") 十 7 


| 


| 


] 
9 

1 入 入 
人 pga + wy 中 不 池 


入 ;1 Ad 上 
a(9 Wpny Fg9 "wpyy )+7 


= wy “十 7. 


这 正好 给 出 (3.1.25) 式 , 其 中 wx 由 变换 关系 zi = w yz" 十 2 = (6 So 
C 
价 定 , 我 们 可 以 验算 一 下 作 一 Apa T= TY — WAT 


由 7 和 = 7 wr T= WwW 和 并 Oo 三 让 
0 wi 和 一 Gr 
S| > 

有 


a (6% = LO 入 人 
rN BT A ) 7 
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也 就 是 , 当 x 个 = zx 十 wxvzx 时 , 有 
S(a)-17>8\S(a) = 7^ON， 
狄 拉 克 方 程 在 坐标 的 洛 伦 兹 变换 下 (无 穷 小 变换 ) 
T= ww 为 实数 


本 来 是 不 协 变 的 , 就 是 说 , 原来 在 {z+*} 坐标 下 的 解 , 在 {z*} 下 不 再 是 解 . 但 是 如 
果 场 量 w(z) 也 作 相应 变化 : 


w= S(a)y 一 (en (eve 人 
人 i Hv j 
学 导 汪 尘 Piedad 1 


则 由 于 S(a)-1y*84S(a) = ?46 就 得 到 
(2 一 各) 内 =S(a)S(o) 一 (Gin — m)S(a)y 
=S(a)(iy!O, —m)y = 5(a):0=0. 
也 就 是 说 , 在 坐标 做 洛 伦 效 变 换 的 同时 , 如 果 将 场 量 用 S(a) 做 线性 变换 , 将 四 个 分 
量 适当 重 做 线性 组 合 , 就 可 以 得 到 在 新 坐标 下 的 新 解 . 在 转动 (也 属于 洛 伦 效 变换 ) 
形成 转动 群 的 角 动 量 为 5 的 表示 , 因此 我 们 称 狄 拉 克 场 为 自 旋 3 的 粒子 


将 狄 拉克 方程 取 厄 米 共 思 ， 

wi 
Wo 
Wa 

由 狄 拉 克 方 程 得 到 

(yO 一 mh) = 0— 一 iD —wiml=0 
考虑 到 
10 he Yi =—y, mil=nm 可 统一 写成 yY* = 79034390， (3.1.27) 


3.1 ” 狄 拉 克 场 ( 自 旋 为 3 的 场 ) 47. 
我 们 得 到 

-itBaoyiy9 — 0:W1y') ~ Wim =0. 
将 30 从 右边 乘 方程 的 两 边 , 由 于 1030 = 4070,7iy0 = -707Y, 得 到 


—i(Oowiy oy + Biwiyoy) — wiy m=0 


(Oby* 二 wm) = 0， (其 中 , 区 三 力 7 = (村 虹 ,一 蜗 , 一 眉 )) 
也 可 写 为 
ViD+m)=0 或 VD +m)=0. (3.1.28) 
狄 拉克 场 其 实 是 8 个 场 量 , 因为 它 是 复 场 . 一 个 狄 拉 克 场 方程 就 包括 8 个 场 量 的 方 
得了 可: 
要 用 变 分 原理 导出 这 个 方程 , 只 要 令 
ZL = Vy — m)y (3.1.29) 


即 可 . 形式 上 , 把 ww 的 四 个 分 量 和 vw 的 四 个 分 量 作为 广义 坐标 , 就 可 以 用 欧 拉 - 拉 
格 朗 日 方程 导出 狄 拉克 场 方程 (习题 ). 


w= wy = wisS(a)iy" = wieionvon yd), 
二 I 和 1 1 i 市 + i 0 0 0 0 可 导出 
由 Opv 一 [pw 一 aD] 5Doy Wu] 3 了 ) [Yr Yo)Y YY Gyry 


了 天 1 OQ. Bos 0 -a 一 
Wh wi J@ 4 Wnv One yy = wo(a) 加 


因此 ,> = Wy*0AwW ,2 在 洛 伦 兹 变换 下 不 变 . 
洛 伦 兹 变换 还 可 以 包括 空间 反射 , 令 5 = Yo, 我 们 有 


—1 - 站 1 
”yo 17070 0 Yo yi Yo EE 一 人) ， 过 二 1, 》 和: 
因此 , 当 取 空间 反射 时 , 可 以 得 
jt 汪汪 sd a) 0 
WV = yw = 7,7 =7) 


凡 = Wty = yiyiy = Vy = Wo . 


这 是 因为 7? 一 0 三 人 0 = i. 
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由 于 
WDNR=% Mm + DOV) 一 0 一 > 9 
j=1 j=1 
» 
三 O07Yo 十 D_ 0 = 0,7”, 
j=1 
我 们 可 以 推出 
0 (Br — myo’ = 21, x = 70) 


=(iOy — my» =0. 
因此 , w = ?ou 也 满足 狄 拉 克 方 程 
(ip 一 各) = 0, 
又 由 w= wa ,也 可 以 推出 
(i +m)=0. 


3.1.3 ”平面 波 解 
由 于 狄 拉 克 方 程 是 线性 方程 , 我 们 可 以 用 平面 波 解 琶 加 得 到 所 有 的 解 . 令 v，= 
e Pru(p), pr = wpt — P37 = puzk， wp > 0, 注意 三 维 矢量 P= (pl,p?,p3) = 
(pz, py, pz) = (—p1, —p2, —p3). 
我 们 得 到 
0= (yO — mY = (py — Mm) = (Dr 一 mm) = (6 — my 
=e Pf—m)u(p) ($m)u(p)=0. 
(3.1.30) 
同样 , 令 wy_ = eizzru(p), 得 
0= (iy — my = (ip 一 mV = (一 一) = (po my 
= eP?r(—p— m)v(p) SS ($+ m)v(p) = 0. 
(3.1.31) 
由 于 (一 mm)( 志 二 mm) = 访 一 m2 =w 一 BP? 一 m2, 因此 (3.1.30) 式 、(3.1.30) 式 的 直 
零 解 要 求 一 PD? 一 m? = 0, 这 就 限制 了 w 的 值 : 


nt i 
在 满足 此 条 件 时 , wx 和 都 各 有 两 个 解 ， 我 们 叫 它 们 u(s) 和 vu(D,s), s 一 土 1. 


3.1 狄 拉克 场 ( 自 旋 为 了 的 场 ) .49. 


有 了 平面 波 解 


Wr =e Pru(D,s), VW = erv(p,s) (3.1.33) 
就 可 以 得 到 
Vr = (ps)e?”, VW =0(p,s)e i?” 
其 中 


(PB.s) = ui(p, s)y', i(P,s) = vi(p, s)y°. 
以 下 我 们 对 ,wv,,5 作 一 些 分 析 ， 凡 是 不 会 引起 混 请 的 地 方 , 用 w(p,s) 和 
(7 s) 代表 wu(B,s) 和 2( 忆 5s). 我 们 要 求 


(m— pu(ps)=0, (m+)v(p,s)= 0. (3.1.34) 
并 对 这 些 旋 量 再 附加 以 下 条 件 ， 
ut(p, s)u(p,s) = S26ss, vi(B,s)v(p,s’) = 26ss (3.1.35) 
WALA mL 


就 可 以 推出 它们 的 许多 性 质 来 (附录 3.1A). 
3.1.4” 犹 拉 克 场 的 拉 格 朗 日 形式 与 哈密 顿 形式 
令 狄 拉克 场 的 拉 格 朗 日 密度 为 
ZL =, — my (3.1.36) 
我 们 来 检验 运动 方程 . 考虑 作用 量 的 变更 
65 = fw a (yh 30 — m6ag) WadT + [EA 一 mba5)0Wad7 
| bpaliytgOh, — mdap) Yadr + | On (Wai ada)dT 

+ . ol-iytg Dn — miap a 

第 二 项 为 边界 项 . 假定 5% 和 5w 的 各 分 量 都 是 任意 的 , 由 变 分 原理 55 = 0 得 到 人 运 


动 方程 
(yO — mp =0, Viyt 0, —m)=0. 


现在 我 们 推导 哈密 顿 形式 , 由 
一 (72 — Mm)y 


动量 密度 为 


VL 0 名 
TI。 = (wy 71 I BpOn vy )) 这 nN) (wai Yap) ‘ om 
O01),, Du On (3.1.37) 


” .0 站 | 
= Wg1 [Ijrry (wi )o = eh" 
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这 就 是 广义 坐标 ! 所 以 这 个 系统 是 有 约束 的 . 我 们 令 以 = -iu。, 就 可 以 构成 完整 
的 正则 变量 集合 (9,p), 而 如 果 硬 求 1;、= .18 = 0, 将 导致 不 合理 的 结果 ， 

这 些 问题 的 出 现 是 因为 L 中 只 包含 4 的 一 次 项 , 是 奇异 的 拉 格 朗 日 量 .因此 
由 za,9) 并 不 能 反 解 出 来 , 所 以 广义 动量 不 能 独立 于 广义 坐标 . 我 们 可 以 试用 原 
来 的 方式 构造 哈密 顿 形式 .假设 广义 坐标 有 两 类 , 一 类 是 {49}. 另 一 类 是 {qs}. 令 
上 一 L(gj,qj,ga), 不 售 ds 而 且 是 % 的 一 次 式 . 因为 工 是 6 的 一 次 式 , 所 以 可 以 
令 pj = 5 ,再 设 可 以 反 解 出 go: ga = oo). 令 九 = yw 一 也 就 


peg egy 而 对 五 趾 不 出 现 二 交 gq 条 加 入 交大 由 
于 工 是 gj; 的 一 次 式 , 五 中 2 Dit 中 的 gj; 与 -中 的 9 相 消 , 五 就 可 以 只 由 
广义 坐标 表达 : 太 = 鼠 (oi,ga)， 又 由 于 ga 可 以 写成 gs = qo(pj,4)), 则 五 可 以 写 
成 : 万 = py; 一 工 = 二 五 (g;,p;). 回 到 场 论 来 说 , .2 中 的 小 的 各 分 量 , 就 相当 于 


J 
qj, wt 的 各 分 量 , 就 相当 于 gs, 中 就 不 出 现 办, 只 出 现 内 和 水 (这 里 的 
a 二 1,2,3,4, 与 前 面 的 gs 的 a 意义 不 同 ) 由 于 在 我 们 的 问题 中 wi 可 以 用 -ll 
代替 , 2 就 完全 由 正则 变量 表示 了 . 计算 表明 , 这 时 正则 方程 依然 成 立 . 证 明 如 下 . 
在 这 种 情况 下 , 我 们 将 q 分 为 g; 和 gs, 工 中 含有 g, 而 不 含 信 
A 和 志 世 完 = f,(qj,qs), 正好 能 由 它们 反 解 出 ga. 使 g。 -= 
J 
ga(qj,p)), 又 要 求 p; 和 g) 可 以 独立 变化 , 这 需要 q; 的 数目 与 4 的 数目 相同 
由 于 


H= >》 py —L= H(p;,g;), 
j 


oL 
oH = Di 省 2 Dm 元 一 》 6 页 DC 
7 a 
. Ogm .~ Oga \ OL 
= dp;0; Don > (mm Be 十 09g; 二 | 5 
j j le 


a 0g; / Ogqa 
因此 , 有 
人 oq or OH _ oOL 5 oOdqa OL 
opj on ”om 69i 二 0g; Ogqa 
由 拉 格 朗 日 方程 


d /ooL OL 9L a i 
二 [一] -一 =0=3 一 =0 使 上 两 式 后 一 项 为 0. 
dt \ Og, Ogqa Oqa 


3.1 狄 拉克 场 ( 自 旋 为 3 的 场 ) .51 


我 们 得 到 本 
da OL 
三 过 8 3 
又 由 拉 格 朗 日 方程 得 到 
,d/o _o0L_ 8 oo _ -型 - 
人 (如 )- ao 3 2 Bo Ogq; Ogqa {p;, H}. 


所 以 哈密 顿 方程 也 成 立 . 过 渡 到 场 论 , 狄 拉 克 场 的 哈密 顿 密度 为 


H=I yy -ZL = Wy iwiy— iwt yi Oy + mybiyy 
(3.1.38) 


= 一 ii Vy+mvipy = wi(—ia + Bm)y, 
哈密 顿 量 为 
H= /ae 一 i@.V+DBm)y( 刀 加 . (3.1.39) 
在 这 两 个 式 子 中 oa’ = yyi.8 = xy 都 是 4x 4 和 矩阵 , 请 勿 与 前 面 yes 中 作为 指标 的 
4,3 相 泥 ， (V)i= 0 = 一 一 9 
Or a 
3.1.5 ” 狄 拉 克 场 的 量子 化 
我 们 前 面 得 到 II,, = iwi, 写 出 分 量 式 是 
Ily = iwt. 
下 面 进行 量子 化 . 对 费 米 子 , 用 反对 易 子 作为 基本 泊 松 括号 的 对 应 . 让 我 们 回 
忆 正 则 量子 化 的 过 程 . 由 
{qip;} = 06i7, {qi,9;} = {pi,p;y} =0 
> [qi,pjl+t =i6j, [ooj+ = pipil+ =0 
在 场 论 情形 , 得 到 


[a (Ft), hE, tr = 60863 (2 — 二 > [WE tH), VF, t+ = 7 (FO— BE), 
(Wal2, t), balz,t)]y = Wh (Bt), WE,t))+ = 0, 


其 中 , [A, BJ} = AB+ BA. 
哈密 顿 方程 给 出 


wa (zt) iw (zt), H]. (3.1.40) 


.52 . 第 3 章 ” 几 种 自由 量子 场 


注意 , 这 里 是 普通 对 易 子 . 由 (3.1.39) 式 给 出 


Ds(Bt) = 一 / d3z [wo (zt), VE ta VF,t) + imyi (zt) BY (Tz,t) 
[A, BC] = [A, BIC — BI[A, Oi, 


(8) =— | Ee {bd), ME dog: wa 
-WB, taag : V' lw (zt), Ya(2, t+ — 0 
timlwo(z, 站 pt (2,t)] 4 Bagalz,t) 
一 if (Zz!,t)Ba Bl o (32,t), Vai ',t)]4}——0 
= / daz'(5oa63( 元 一 五 Gag Vwa(i,t) +imdad (FT — 2)Baawa(z.1)) 


Es (—& ‘VC— imB)sawalz, t), 
(3.1.41) 


与 经 典 方程 相同 . 
哈密 顿 量 一 定 以 玻 色 型 力学 量 出 现 于 演化 方程 中 , 也 就 是 


4= [4 本 而 不 是 A=5[4, H+, 
否则 计算 二 i (4B) 会 引出 矛盾 . 已 知 算 子 w(z) 满足 狄 拉克 方程 


,0 | 


这 是 四 个 分 量 的 方程 . 与 前 面 的 分 析 相 同 , 我 们 可 以 求 出 算 子 w(x) 的 平面 波 展开 . 
令 pz = wpt 一 他 二 = prt, wo > 0, w= ipri (PD), Y= eiPr0(D), 代入 (3.1.4 史 
式 得 
(po— mu(p)=0, ($+m)o(p) = 0. 
仅 当 prpj, 一 m? = 0， (w2 = 万 ?+7m2) 时 有 非 零 解 . 
可 以 证 明 这 时 $$ 一 m 和 十 m 的 秩 均 为 2, 所 以 an) 和 ip) 都 有 两 组 线性 独 
立 的 解 . 不 失 一 般 性 , 可 令 它 们 为 


b(D, s)u(p, s), dt(p, s)v(p, s), 8& = 土 1. 


3.1 ， 狄 拉克 场 ( 自 旋 为 了 的 场 ) : 硬 ， 


于 是 w(z) 是 这 些 解 的 线性 琶 加 , (因为 (3.1.42) 式 是 线性 方程 组 ) 


= 下 d'p 人 人 su( 志 sje-ize + i(p, s)v(p, s)ewr| 
CU 


A (3.1.43) 
» fe ny [i (D, Ss)u(D, Ss)eiP” 平 d(p. s)v(D, s)eiw| 
Cr 本 


利用 / dzeizz = (2x)5(p) 和 wi,w ; vi,v 的 正 交 关系 , 可 以 将 b(Ps) 和 di(p,s) 从 
(x) 中 取出 来 
由 


J 本 m ee . a 
/re E20 / V (27)3w [区 S)e ey 
; rk wp 


+ai (P, s)u(D., sent iB+7 | d3z 


: m 了 at 有 
-5 | spf rs ets s)u(p, s) (270)3 63 (也 一 好 ) 


1 区 sn 人 god 


2 ， 7 8)e 一 wp 


十 从 (一 万 "sjo( 一 ch 
(3.1.44) 
再 用 (附录 3.1A) 
he Vi od = ee A 
ul! (DP, s)u(p,s ) = a ul (p,s)vu(—Ds)=0 
m 
vi(—p, s)v(—D, s') = = vi(—p s)u(p,s’)=0 (3.1.45) 
m 


可 以 将 0 (元 s) 和 di(z. 5) 取出 来 , 得 到 产生 和 潭 炎 算 子 : 


) 
wp’ 


A PR J = (dn) /bp se 1 
WB 8 ) Bh) To mm Cn) (27) wy 人 ) 
< 17 2 1 t 
下 ne-B a3 和 di(—p’,s)e™ (3.1.46) 
呈 1 (一 万 5) | (xr)e 昌 27 和 (27) ee 【一 元 
| 5 了 Cr m ee 1 
vi(p’,s) (ZJe dix = 7 27) an —di(p',s)e” 


现在 可 以 求 b 和 4 的 各 种 反对 易 关系 式 了 . 令 4=0,7 = (0,7,y,2) 由 (3.1.46) 
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式 得 


[b(B, s), bi(p 0 


| /> —ip:£ hd ei (P’ s') “也 _ 
=| i Gr ee t(g, s)[f (7), Di(z)] uP s')e Pre F" 


63(z—2’)I 


mm mm 一 = 六 2 一 万 人 :去 
[ev nj 人 s)u(lB ',s')e- iT- 万 ) 
p p’ 
pr pp 1(p s)u (也 8/ )(27)363(p —D)) 
有 wp V p’ 


= ul(p, s)u (D,s NP 一 万 人) 三 5 人 护 ( 人 7 一 万 )， (3.1.47) 
p 


[Gs), dl ',s)| 
We | 区 spe NP is)e YY 3 
/ we I 27) a V ( t(g, s)[p (2), (oo 本 8)e Pe 
"re Be J 1(p, s)v(p 27n)°6° (+B") 


=—ui(p,s)v(-p,s)6 (P+P') =0. (3.1.48) 


1 


其 余 情况 类 似 . 
归纳 在 一 起 , 我 们 得 到 狄 拉克 场 的 产生 和 潭 灭 算 子 之 间 的 反对 易 关 系 


[b,b]+ = [a, d+ = lb, d]+ = 
[的 + = [di, dt]} = [bt, di]; = 

[di+ = [bt,d]j; =0 (3.1.49) 
(b(B, 8), bt(B ', s)]+ = 6s8163(B — DB") 

[a(B, s) ,dt(p ,ss = 083(p—F"). 


这 里 , 我 们 看 到 , 引入 Se 因子 , 是 为 了 (3.1.49) 式 有 一 个 简洁 的 结果 , 可 以 


把 bib,did 表示 为 粒子 数 ; 反 过 来 , 由 上 面 这 些 关 系 , 我 们 也 可 以 反 推 出 , 当 + = 二 + 


3.1 狄 拉 克 场 ( 自 旋 为 1 的 场 ) .55. 
时 , 有 


人)， Wi(z]+ = 153(F—¥) 
[az), Dolo)+ = [C2),W (=0. 


比如 第 一 式 可 以 作 如 下 推导 , 当 t=+t 时 


3 Wy 二 (bi(p',s)ut(p',s)etin™ + d(p',s)vi(B’,s)e ez) 
7 p’ 十 


加 3 | (A 下 1/~/ / 一 1/~/ /iprtip’ rz’ 
Sp fa D dp Vm ee Cn) (oD 5),0 (7 1 3 )]+u(D s)u (5 ) 9 )e 


+ at, ,dg el s)vt(p ,se ® ) 


=2, | dpd'p (3p pF")6ss)(u(B, sut (B's )e Ptip'® 
S00 (27) Wp’ 


ga i ,Ss/)eP™— ip" 2 ] 


= = /ep )3 (ul(D, 8 Ss)u ui (D, 5S)e i(wpt Dz) t i(wpt DE) 
J 


i(wpt— Pi) i(wpt—P )) 


+v(D, s)vi (PD, s)e 
一 2 dp (v(m s)ui (D, el ) + wp s)vt(p, s)e 7 (7)) 
(27)3 wy 


SE 力 一 一 一 人 s)ui(p,s ,eiP (3F 
二 


7 - i 
上 / me /5)uf( 一 万 “5)e7 ) 


= 


= 怒放 


SL d3p 一 一 一 [27 人 s)ui(p, s) Fo’,s)vi(-p’,s))er (Fs-7) 
n 


Mm Wp ,i 
三 7 Jeir (7 ) 
(2x)3wp m 


] 本 
(五 一 五 )7 
(27)3 jy ) 
= (2) (3.1.50) 


倒数 第 3 个 等 号 是 因为 (3.1.45) 式 . 
我 们 在 下 面 将 哈密 顿 量 7 用 产生 和 潭 灭 算 了 表达 出 来 , 给 
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再 三 f avi Vix) (iy yO; + my wv (zr) 


=- /5 | tp (Bs)ut (Bs)ew® + dB so (Bs)e™"] 


X (一 
3 / 
x [ap 2 re [ot 


而 由 (-iy%yi6; 二 my")w = 这, 进一步 得 到 


n= | 5 | pf s)uil(p, s)eiPz 十 dl(D, s)vi(D, s)e zz] 


mm ey a —ip'z 一 / 一 1/ Nip 
“> fp Gn) Pb ,3 )u(p ',s')e ? — wpdi(p ”, s )v(p ',s )e? "| 


a m m 
PP V (2r)3wp V (27)3wp 


x[bi(p, s)ui (gp, s)wp'b(p ", s')u(p ,, s')(2 T)363( 万 一 Dp 小 e iwpt—iwpt 
s')(27) 363(F+p 四 Jeiwpt+iwp't 


+bi(p, s)ui(B, s)(—wp)dt(B', s)v(p, 


+d(D, s)v! (Db, S)wp (BP ,ss )u(D ,ss ) (27) 353 (万 十 i 
S)u( 万 s’)(27)363(7 — Dp Je —iwpt+tiw, .| 


+d(p, s)v! Ee ~ —wp')di(p 
=» | tp 
x [bi(B, s)b(B, sui(B, s)u(p, s’) — bi(p, s)di(—p, 
+d(p, s)b(—P,s')vi(B, s)u(—p, se?irt 一 dd 人 (也 

由 (3.1.45) 式 , 哈密 顿 量 万 可 以 表示 为 
Bs) 26os| 


H=5 | dp m [ot(s, s)b(p, s) S26 ~ 0+0— dp s)di(p,s") 
WA 7 


(P’ s’) e-ipr + di(p 全 su 人 (万 , 


~ s')u i s)v( 一 六 se 2iwpt 
s)d (到 so 也 su( 甩 s)]， 


-2 dipw,lbi (D, s)b(B, s) — d(p., s)di(p, s)]. (3.1.51) 


如 果 在 量子 化 时 用 普通 对 易 关 系 , 将 导致 [d(5,s),ai(p 和 ,s)] = 6sw63(P 一 p ,从 而 


哈密 顿 量 为 
= f pstot (ms) s) — di ss) ~ Bo, 


其 中 ，Eo 是 发 散 的 常数 ， 但 前 面 的 有 效 项 还 将 导致 负 能 困难 (如 果 一 开始 就 在 
(3.1.43) 式 中 把 dt 写成 d, 则 (3.1.51) 式 本 身 就 是 两 个 粒子 数 的 差 ,同样 导致 负 


附录 3.1A 推导 v( 去 s) 和 u( 闷 s) 的 性 质 .87: 


能 困难 ). 所 以 , Jordan-Wigner 改 用 反对 易 关 系 , 就 有 


百 =》， / d3pwp (bi(p, s)b(B, s) + dt(p, s)d(p, s)) — Eo (3.1.52) 
这 样 . 其 有 效 部 分 就 是 正定 的 , 这 就 解决 了 负 能 困难 , 同时 还 使 费 米子 要 遵从 泡 利 
不 相 容 原理 自动 实现 了 . 
习题 


1. 设 g = [guv| 是 实 对 称 和 矩阵 ( 叫 度 规 张 量 ), go = gwvn, 定义 [g 必 ] 为 其 逆 短 


阵 , 即 
0， jg 六 
1 入 入 入 ) ; 
1vY 王 Jn 一 05 = 
Ynuvy Sh / | i 


(a) 证 明 : g” 二 g” 而 且 


0，h 冯 入 ; 


内 一 多 一 成 = 至 = 
9g 9 gh 让 


(b) 给 给 定 张 量 XY, 令 XK ER i Xv 汪 RR 
0 求证 vg 六 记 1 
(请) 汶 玉民 三 天 有 时, 求证 六 jw = 二 Xvp; 
( 首 ) 当 XY = 二 一 关 " 时 , 求证 Xv = 一 Xvp 
2. 已 知 5,bi 满足 [b,b1]; = 1,[b,0]+ = bo, bi] .二 0, 求证 : 
(a) bibp 二 入 满足 N2 = N. 因而 力学 量 N 的 本 征 值 为 0 或 1 
(b) 能 否 找 到 2 x 2 的 给 阵 实现 这 两 个 尊 子 ? 


附录 3.1A 推导 (已 s) 和 w(Ps) 的 性 质 
由 (jp-m)u(ps) =0= (+m)u(p,s) = 2mul(p,s), 取 厄 米 共 思 得 


ui(p,s)(pt —m)=0 ,wll(p, s)(pi — m)y" = 0, 


由 于 0 = Yo y= 所 以 有 好 ( 记 s)y0(1 一 友 ) = 有 (D5)(p—m)=0> 
up sp + m) = 2ma(p, s) ). 类 似 地 有 


(p+m)v(ps) = 0 (mo— Pus) = 2mv(p, s), 
op sm 一 办 三 27700(0D 5). 


由 此 得 到 


) , 
u(p,s) = uP,s jt i(p, 5) = v(p, 53) Di 
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并 可 以 推导 出 
了 2 Nee a 0 直 i 
wi(p, s)ul(p s) = (Bs) up s) = UB s) tL yup #) 
7 27 0 E 
=a(B 3)7 ( SE + PP ) ug s) = a s) Du s) 
2m 2m m 
其 中 , po = wj = V+m? 
= mT 本 
wip s)o( Bs) = Bs) yo( Ps) = ABs) Ly (Be) 
ee 
= (Ds)y— - 2 7 jo s) 
m 
= (Dp, 5) He v(p',s)=0 
2m 
其 中 , 5'= -pp6 = po. 
我 们 可 以 推导 类 似 方 程 
vi(B, s)v(p s") = Hp, s)yv(p, s") = 0(B s) typ ) 
ky 0 m+py 2po7" jl Po sy/ 
= 05) (SF — Be ) otis) = -ol s) vlp,s) 
vi(—p,s')u(p, s) = (uit(p, s)v(—p, s"))t =0 
由 此 可 见 , 如 果 取 
ul(p, s)u(p, s’) = Rs, vi(p, s)v(B, s’) = i (3.1A.1) 
m m 
则 有 
UP s)u(p,s’) = 6s, DBs)v(P,s’) = —6ss. (3.1A.2) 


考虑 四 个 四 分 量 的 矢量 ( 旋 量 ) 
u(p,s), V( 一 也 sS)， 5s = 士 1， 


由 上 述 讨论 可 知 它们 一 定 是 线性 独立 的 . 
令 矩 阵 4= 》 (wu(B s)ui(Bs) +o(- 忆 s)uf(- 忆 5), 矩阵 4 满足 


Wp 一 = wp 一 
Au(D,s) = uP s), Av(-Ds) = vu(-ps), 
m m 


附录 3.1B 产生 沽 灭 算 符 和 粒子 数 算 符 . 59 . 


类 似 地 , 令 B = 昌 。 ul(D, s)u(p, 5) 一 >》， v(P,s)vi(P,s), 则 由 (3.1A.2) 式 得 Bu(p, s) = 
ul(B. s), Bv(p, s) = 全 又 由 于 
70 十 力 ,, 


2m 
类 似 地 5(F.s)u(B.s') = 0. 所 以 四 个 旋 量 w(z,s),v(B,s) 也 是 线性 独立 的 , 从 而 给 出 
B = 了. 我 们 得 到 


a(p, s)v(p, s') = u(D, s) 


ee B+ 2 u(D, s)u(p, s) 一 2 s)v(D, s) 加 
= 为 u(p, s)u(p,s)—0 和 > (D, s)u(D, s) (3.1A.3) 
类 似 地 也 可 导出 村 
= 全 本 = (3.1A.4) 


附录 3.1B 产生 源 灭 算 符 和 粒子 数 算 符 
1 和 厌 而 与 al 满足 


|] = yi j= 1,2,.… ,m 


[oa 

我 们 可 以 证 明 以 下 结果 . 

(1) aiaj = Nj; 是 第 ; 种 粒子 的 粒子 数 算 符 , 它 的 本 征 值 > 0. 

证 明 

Nj; | WW = 7; | W), 
由 于 
rib ID) = WN = |aa; | yb) = (pi | 8;) >0, 

其 中 , | gj) = 办 给 出 7) > 0. 

(2) 若 Njlr;)) = ry ry», 则 Njajlr;j) = a;(N; 一 1)|7;) = (7; 一 1)as;l7;), 也 就 是 
om) 是 N 的 粒子 数 为 (7) - 1) 的 本 征 态 . 考虑 到 1 和 2 的 结果 可 以 推断 , 必定 
存在 

10;)， 使 aj10;) = 0 成 立 . 
同样 可 以 证 明 ajlrj) 是 NN; 的 粒子 数 为 (六 十 山 的 本 征 态 , 而 且 


(rjlayal |r;) = (rjlata; + 1|r;) = (mj 十 1)(r;|7;) = 7j + 1 >0, 
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所 以 
Ip') = gj) 0. 
(3) 用 这 种 方法 可 以 构造 无 穷 多 个 态 
ng} = pylot)®|Oj, n= 0 


pj 是 归 一 化 系数 , 它们 的 粒子 数 为 0,1,.…, 可 以 为 任意 非 负 整数 
(4) 对 m 种 粒子 情况 也 类 似 
存在 一 个 真空 太 


IO) = 101|02) On = |O0102 +.* Om) 
使 ojlO) = 0. 然后 , 可 以 造 出 无 穷 多 个 态 
PR 加 国人 (| = lorsn) 
满足 Niluws ss。 ) = 5;|w。.…s,), 这 就 是 玻 色 子 系统 : 
[Wsi.sm) = |91)|92)》 |Sm) 
粒子 数 是 任意 非 负 整数 集合 . 
2. 令 b; 和 四，j 二 1,…,m 满足 
[By b+ = 677, loys byl+ = (0, 0 ,=0 坟 妨 = =0 


当 j = 7 时, 第 二 式 在 玻 色 子 情况 是 显然 的 , 不 用 另 加 ; 在 费 米子 情况 必须 另 
加 . 我 们 有 以 下 结果 . 
1) Ni 的 本 征 值 非 负 . 


N? = blbbib; = b{(1 — bb;)b; = bib; — b+2b? = btb; = N;, 
所 以 N; 的 本 征 值 7 一 人 呆 三 0 全 站 三 0,1. 
(2) 唯一 可 能 的 表示 是 {|0;),|1;)}, 其 中 
N;l0;))=0,， Nj;ll;))= 1 
b;|0;) = 0， 64|07) = |1;), bt|1;) = 0; 
byll2) = b; 0 ;[0;) = (1 一 bl bj)l0;) = |0;). 


证 明 ” 先 考 虑 |0) 态 . 
令 b;|0) = |p), (plp) = (0|b1b;|0) = (OIN;0) = 0 = 6;|0) = 


3.2 自 旋 为 0 的 中 性 粒子 场 (K-G 场 ) “61 


令 501|0) = |w), (hp) = (0|5;b1]0) = (0|(1 — Nj)|0) = 1. = |W) #0, 

iiilo) = 80) 二 (OG 60)iI0) -二 0) 过 二 0) 的 NN, 本 征 值 为 1 
即 5110) = |1). b;81|0) = (1 — N;)|0) = |0). 

另 一 方面 , 考虑 任意 的 N 本 征 值 为 1 的 态 |1). 

令 古 == 风 =  = 1 0 

Ni 全 = Njb;l1)’ = bibjb;|1)’ = 0,* 5;|1)’ = |0)’, 57|0)’ = bb;l1)’ = |1)". 

令 61|1)’ = |p)’, "(plp)’ = (1]b;0il1)’ =’ QI(1 — Nj)|1)’ =0= |p) =0 

注意 : |0) 态 和 |1) 态 都 可 能 不 止 一 个 , 以 上 构造 的 是 在 同一 个 表示 内 的 |0;) 态 
和 |1;) 态 


9) 在 多 种 粒子 的 情况 一 骤 的 态 为 In no my 一 人 其 


[ni i “过 (bi)™ 和 (加 ) 人 101)|O2)… " |Ov 3) 
= (bl)™... (bh )™m|O1 .Om) 
= (BH)m... (BO). 


注意 : 村 太 == - 刀 bi, 所 以 定义 时 次 序 一 定 要 说 清楚 . 


3.2” 自 旋 为 0 的 中 性 粒子 场 (K-G 场 ) 


在 本 节 , 我 们 介绍 克 莱 因 -高 登 (Klein-Gordon) 场 (K-G 场 )， 它 可 以 描述 标量 
场 . 


3.2.1 K-G 场 方 程 
考虑 能 量 动量 关系 


有 = 天 +m2 > Eb- -m= 0， 


仿照 薛 定 启 和 德 布 罗 意 的 办 法 , 把 它们 变 为 算 子 ， 


作用 到 一 个 函数 上 
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我 们 得 到 


0 0 
= 82.1} 
(” “i tm ) bo) 0, (3:2.1) 


这 个 方程 称 为 Klein-Gordon (K-G) 方程 ， 
(g” OO, 十 mg(r)=0 一 (Or*O; 十 72)o%(z) = 0. 


从 这 个 式 子 可 以 看 出 ， 在 洛 伦 效 变换 下 , 令 x = az, 则 og(z(7')) = olz) 是 
(86 +m2)0= 0 的 解 . 当 a 取 空 间 转动 时 $ 是 标量 , 所 以 对 应 自 旋 为 0 的 粒子 . 
这 个 场 方程 可 由 下 述 -22 得 到 

Y= = |(009):— >》 (070)? — m0*| = 3(0r00,6 一 702d2). (3.2.2) 


3 


1 

2 
习题 ” 试 由 (3.2.2) 式 的 .2 用 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 导出 场 方程 (3.2.1). 求证 狄 

拉克 场 的 每 个 分 量 都 满足 K-G 方程 . 

3.2.2”K-G 场 的 量子 化 


为 了 把 K-G 场 量子 化 , 我 们 首先 给 出 它 的 哈密 顿 形式 , 找 出 相应 的 泊 松 括号 . 
尤其 是 基本 泊 松 括号 , 然后 把 它们 对 应 为 相应 的 对 易 子 . 
(1) 求 出 广义 动量 密度 , 得 到 


这 个 拉 格 朗 日 量 是 非 奇 异 的 . 
(2) 求 出 基本 泊 松 括号 . 当 上 = 0 时 , 有 


{2,0), O90(F,0)} = 63(1 — 2), 
{0,0} = {11,II} = 0. 


3) 求 出 哈密 顿 密度 : K-G 场 的 哈密 顿 密度 为 


HW=I160- 


= (000)” — 3 [ 一 >》 (0,9)? = wo 


7 


1 : 5 ee 
一 了 ow 十 》 (0jg) + eo 
JJ 


3.2 自 旋 为 0 的 中 性 粒子 场 (K-G 场 ) . 63. 
哈密 顿 量 为 


厅 二 / Hd = /aaano + (V0)* + m9] 


| (3.2.6) 
= /ez + (V0) + m9). 
场 的 正则 方程 是 
dle )= {9$(z'), H} = ……, (3.2.7) 
Tt )= (T(z) HY 
4) 量子 化 . 
量子 化 有 以 下 两 个 步骤 ; 


@) 将 泊 松 括号 变 为 对 易 子 ( 玻 色 子 时 ). 
我 们 得 到 场 算 子 及 动量 密度 算 子 的 基本 对 易 关 系 (等 时 ): 


[6,0] = [H,H] =0. 
(5) ee 在 第 (5) 部 分 的 求解 中 , zx 和 z 的 时 间 #7 与 t 相等 : t=t. 
中 由 


玻 色 子 he Ee t), HI(2’,t)] = 63(z — x’), 


利用 [C, 4B] = [C, 4]B 十 4A[C, B], 得 


—il0(z’), H]= —i 


这 就 是 [I(z') 的 计算 结果 
@) 关于 II(z) 的 正则 方程 (哈密 顿 方程 ) 是 


|| 
| 
一 
全 
ww 
己 
a 
/Ng 
a 
~ 
Sp 
全 
一 、 
> 
ES 
> 
准 - 
一 
~ 一 
十 
ea 
> 
会 
[em 
全 
Re 
~ 
专 
"~ 
~ 一 
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二 22[II(z) ,oo(z)]o(z) 十 mm2d(z)[I(z ,oo(z)] } 


=--i/ az (G3) {9 (H(z), 0(7x)]0;0(7) + 0;09(7)0; [H(z’), 0(7)] 
TE 


三 /as (3) { (0;(-i)63(z — 1’))O;0(7) x 2— 2m?2(i)63(z— .i 


2 
=0%9(7") — m’$(7') = oa) = dz， (t=#). 


由 此 得 到 
D? 0? 
(六 = 这， Br 十 可 dz) = 0, 
7 O07 


与 经 典 场 方程 一 致 . 

(6) 求 平面 波 解 . 

令 kz 三 kot 一 .FZ， ko 之 0. 并 令 场 的 解 的 形式 为 平面 波 (3,t) = a(k)e-i*7 + 
ai(k)e*?, 为 厄 米 (中 性 粒子 ) 算 子 , 代入 运动 方程 得 到 非 零 解 条 件 


k2—k m=0, ko=VRER+m, ko=w.>0, (3.2.8) 


这 叫做 能 壳 条 件 (on shell). 
因此 , 一 般 的 解 为 平面 波 的 登 加 


1 i ee 
Bt) = | dk elape '*® + aleik®] (3.2.9) 


V (27)32wx. 


满足 (zt) = 9i( 二 由. 动量 密度 为 II 去 = 9(2z,1) = Tce 
1+ ikz 
ake |. 


利用 场 量 $, 场 动量 密度 II 的 等 时 对 易 关 系 (一 共 3 个 ), 可 以 求 出 ok 和 ai 的 
对 易 关 系 : 


[ag;sal,] = 63( — k') 


3.2.10) 
[ay ak ] 三 [ol ,at,] 一 有 


习题 ”求证 (3.2.10) 式 . 


3.3 ”电磁场 ( 自 旋 为 1 的 场 ) . 65. 
下 面 我 们 求 哈密 顿 量 的 产生 、 漂 灭 算 子 的 表达 式 , 由 (3.2.6) 式 得 
#1 =3 / Hat) + (VO) + 


Dp | 
一 二 / daz{ / d3k— lore-ikr SE oke 本 ee 一 达 训 
. (2m)52w VE 


事 。) 7 ‘ 一 K; ， 和 
—alek 2] 十 ak akerikz -aieikz] | d3k’ 2 
| 2 | re | V 人 -EL 
， ， 1 - / 
1 ik’zw 2 3 —ikz tikz 3./ —ik Zz 
—Q1,e +m fa 太一 一生 |Qke 十 Qie d 一 一 一 一 [axwe 
| (27)32wk | yA (27 J 


on 土 i(k+k') 二 (27)363( 大 十 Kk)e 士 iwk 十 wk)t 一 (27)363(K + Kk )et2iont 


哈密 顿 量 可 表示 为 
1 | 
H= | f era J pe Mint olat ,eset mpml = obon] 
十 三 /ss je Jiunt 十 aol at ,eZioet + ora + OGA] (3.2.11) 


m2 mm 
一 1 二 [oko_ke- iw Gil et axal. 十 alax]}. 
WEk 


由 于 wz = ke 十 m2， 带 时 间 指 数 的 项 消去 ， 给 出 
了 


厅 = fe (3) welaxrat, 十 al ax] 三 f srslakan 十 36(0) 一 | d3kwral.ax + Eo, 

(3.2.12) 

这 正 是 一 系列 谐振 子 的 哈密 顿 量 的 炙 加 ， 因 为 of 是 粒子 数 算 符 ， 能 量 可 以 看 成 
-系列 自由 粒子 的 能 量 之 和 . 


3.3” 电 磁场 ( 自 旋 为 1 的 场 ) 


本 节 我 们 研究 自由 电磁 场 即 光子 场 的 运动 规律 . 光子 场 的 场 量 电磁 势 4 契 内 
二 二 间 的 4 矢量 。 它 在 转动 下 形成 角 动 量 为 1 的 表示 , 对 应 自 族 为 1 的 粒子 
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3.3.1 ”电磁 场 方程 与 洛 伦 兹 规范 下 的 量子 化 


我 们 知道 ， 电 磁场 可 以 由 四 维 矢量 势 描述 , 4 = {4o,4} 其 中 ho 为 标量 势 . 
矢量 势 4 的 ; 分 量 47 = -A;， 而 电场 和 磁场 可 以 由 矢量 势 的 微 商 给 出 : EE = 


sg B=VvVx/A. 


0 
“ 电磁场 可 以 写成 张 量 形式 . 令 


Fw = ,hy = As, (LY 
则 电场 强度 和 磁感应 强度 为 
Ei = —Fo, 
Bi= SEF, Bl!= 一 局， e036 1, (3.3.2) 


cl32 一 c321 一 c213 一 一 1, 其 余 为 0. 
其 中 , Fw 是 二 阶 四 维 张 量 , 它 的 上 下 指标 关系 是 
yy 一 EP Gu gi i 过 —P,, := FrHY = = 
麦克 斯 韦 方程 组 可 以 用 张 量 公 式 给 出 ， 
BrFww = 庆 ， 和 二 Pp 六 地 (3.3.3) 
Ox Fi 十 OjFy\ 十 OF = 0, (3.3;4) 


这 里 庆 三 六 = 六 二 和, 六 二 一 让 
四 维 流 密度 j* 遵守 流 守恒 律 


0,j" = 0, 
妈 0 0 
| 0 0. 
+ Bt WY 十 B21 = 0 
0 ， 
其 中 ， = i Or = Og tk. 
由 于 有 
Pw = 0A, — 0,4,, (3.3.5) 


因此 , (3.3.4) 式 总 可 以 满足 , 而 (3.3.3) 式 变 为 
0 Ay = 二 (3.3.0) 
为 了 导出 (3.3.3) 式 , 我 们 可 以 令 拉 格 朗 日 密度 为 


1 
= -2 Fv — 7) A,, (3.3.7) 


3.3 电磁场 ( 自 旋 为 1 的 场 ) .67. 


欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 就 给 出 (3.3.3) 式 . 

习题 ”由 (3.3.7) 式 用 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 导出 (3.3.3) 式 . 

在 洛 伦 效 变换 下 , 矢 势 4, 是 洛 伦 效 矢量 , 在 转动 中 形成 角 动 量 为 1 的 表示 ， 
此 4, 描写 自 旋 为 1 的 粒子 . 由 (3.3.5) 式 来 看 , 当 媚 ， 给 定时 , 4， 并 不 唯一 确定 ， 
当 4,, 作 变 换 

4 一 4 十 DO， 入 是 zz 的 任意 函数 

时 Fj, 并 不 改变 . 这 种 变换 称 为 规范 变换 . 由 于 A(z) 是 任意 的 , 所 以 给 定 t=0 时 
的 4,(0,z) 和 4,(0,z), 可 以 有 无 数 个 解 满足 运动 方程 (3.3.6)， 因此, 必须 另外 给 
一 些 条 件 才 行 . 这 些 条 件 称 为 规范 固定 . 比如 适当 选取 和 , 可 以 在 给 定 hy 情况 下 
找到 满足 


BO,Ar* = Or*A,=0 (3.3.8) 
的 4 (3.3.8) 式 称 为 洛 伦 兹 条 件 . 在 这 种 条 件 下 (3.3.6) 式 变 为 
0,0+A, = 训 . (3.3.9) 


方程 (3.3.9) 用 对 时 空 的 偏 微 商 写 出 来 就 是 
( O02 O02 0? O02? 


Bl Ba Bp 5 Asy(T,2, 6 = VV=0;12,3. 


可 令 拉 格 朗 日 密度 为 
EE 5 (0, A"Or Av) -Ay 
1 i / / 
至 -5 0A 9 Or A” By) a 7 A, (3.3.10) 
下 


1 入 
= 一 了 7 了 FY Pw 一 六 4 一 5(O%A*)? 十 全 微分， 


与 前 面 的 拉 格 朗 日 密度 (3.3.7) 式 比较 , 多 了 一 项 -5(0Ar)?, 这 一 项 称 为 规范 固 
定 项 . 我 们 可 以 写成 一 般 形 式 a(0),4*)*. 当 我 们 把 a 看 成 动力 学 量 时 , 作用 量 原 理 
"2 _ 0 就 给 出 洛 伦 慈 条件. 这 个 拉 格 朗 日 密度 是 洛 伦 效 不 变 的 , 其 系数 的 选取 正好 
NO 
使 求 出 的 能 量 动量 密度 与 物理 一 致 . 由 它 可 以 导出 场 方程 (3.3.9), 即 
OA, = ji 
对 于 真空 中 的 电磁 场 , j”= 0, 这 时 场 方程 变 为 


D0r dy = 0, (3.3.11) 


形式 上 与 K-G 方程 一 样 , 只 是 m=0. 
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相应 地 我 们 可 以 把 名 写成 
冯 一 > (0, A Or AY gw) 


下 8 
一 加 (8, A"Br A guy) 


本 -3 5 gl0, A A’) (3.3.12) 
= -3 (oon ->》， tot | 
了 
这 是 四 个 场 量 的 分 离 的 拉 格 朗 日 量 : 
Y=-m+ Dy ,1= 1 (3.3.13) 


每 个 多 , 代表 一 种 m = 0 的 K-G 场 的 拉 格 朗 日 量 , 但 是 yj = 0 的 项 有 一 负 号 . 套 
用 K-G 场 的 已 知 结果 , 我 们 得 到 


ral (Rye , (3.3.14) 


5 1 = . 
A, = 人 二 一 一 党 天 一 iKz 
/jk ie 4 
we=ko= VER+0=k (m=0), (3.3.15) 


这 里 


[ay(R), al, (FE)] = 577763( 开 一 Ee), 

[ao(K), ob(R)] = 一 53( 估 一 局 )， 
[aj(K), ai 7)] = 0， (3.3.10) 
[a,a] = [at,ai] =0. 


由 此 可 见 , 不 同 大 的 算 子 之 间 对 易 子 总 是 为 0, 他 们 是 互相 独立 的 . 
哈密 顿 量 为 
H=》 HH-H,, 


| 
六 ;二 | d3Rek CC 55(0) ) 


1 a 可 , 
Ho= 5 1 d3kwn (ad (Rao(R) + ao(R)ad (Kk)) 


二 ， 


3.3 电磁 场 ( 自 旋 为 1 的 场 ) “ 69. 


= ji 一 25(0)) 
HH= fe Rw (Eo 


这 个 哈密 顿 量 使 能 量 没有 下 界 , 但 是 在 考虑 了 洛 伦 兹 条 件 之 后 是 有 下 界 的 . 
3.3.2 ”偏振 矢量 e(k, 入 ) 


由 于 不 同 天 的 场 算 子 互相 独立 ( 见 (3.3.16) 式 ), 我 们 可 以 在 给 定 的 情况 下 
研究 电磁 场 的 一 个 子 系统 . 考虑 一 个 空间 转动 R, 它 把 让 方向 转 到 z 方向 , 把 与 
垂直 的 两 个 方向 分 别 转 到 z 方向 和 Y 方向 . 我 们 把 以 方向 为 第 三 方向 (> 方向 ) 
的 系统 称 为 a 系统 , 而 把 现在 考察 的 系统 称 为 9 系统 . 

在 a 系统 中 设 定 四 个 逆 变 单位 矢量 ce(, 入 ), 入 = 0,1,2,3( 也 可 以 认为 是 四 个 点 
户 ,。 的 分 量 是 这 些 点 的 坐标 xz*( 忆 ), 逆 变 矢量 是 指标 在 上 边 的 矢量 ). 


(3.3.17) 
)aj(k) 一 im 十 coOnst， 


1 0 0 0 
0 1 ( 0 
e(k, A) = , | , (3.3.18) 
0 0 1 0 
0 0 0 1 
四 维 逆 变 和 失 量 在 a 系统 是 
k 
| i (3.3.19) 
0 
& 
我 们 有 闵 氏 空间 的 内 积 有 :ec(k, 和 ) = heer(k, 入)， 
ke(k0) = kk ek,1)=0, ke(k,2)=0,k.e(k,3)= —k. (3.3.20) 


[上述 转 动 R 的 逆 是 一 个 洛 伦 兹 变换 , 它 把 c( 访 0),… ,c(h,3) 分 别 变 为 (相当 于 及 
的 新 坐标 ) 


这 也 就 相当 于 给 出 四 个 点 记 的 新 坐标 2*( 户 ) 
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其 中 , @, 忆 , 马 是 在 8 系统 中 的 三 维 空间 的 互相 垂直 的 单位 矢量 , 而 且 国 = RE/V 和 
是 天 方向 的 单位 矢量 . 把 全 矢量 大 变 为 


= ; (3.3:,.22) 


洛 伦 效 变换 矩阵 为 


入 人 ,| 攻 一 (3.3.23) 


el €3 e3 


,入 ), er(k, 入) 由 (3.3.21) 式 给 


se 
I 


因此 , ax 、 = e(R, 入 ) 矢量 的 新 坐标 ex( 
我 们 把 在 a 系统 中 的 场 算 子 表 为 


px(E) = a(k,A) (A=0,1,2,3). (3.3.24) 
由 于 电磁 场 是 矢量 场 , 在 8 系统 的 场 算 子 ax( 有 ) 与 4^( 及 的 关系 是 
ak (KR) = ar MGM (KE) = ar Ma(R, A) = ez( 天 ， Na(lk, 和), 


其 中 , ex(k, 入 ) 是 e 矢量 的 新 坐标 (3.3.21) 式 . 我 们 把 4- 矢 量 e(K, A) 称 为 极 化 矢量 . 
洛 伦 兹 变换 不 改变 场 算 子 的 对 易 关 系 , 因为 洛 伦 兹 条 件 和 场 的 作用 量 都 是 相对 
论 不 变 的 , 因此 有 


[alk, 7), at(K’, 7)] = 63(R— KR), j=1,2,3, 
k (3.3.25) 
[a(k, 0), af( kK',0 0)] = = 一 63(K -hy 
其 余 对 易 子 为 0. 
(3.3.14) 式 可 以 写成 
-5 /tr ; 寺 e 人 Nla (k, We ts + at(k, A)e*”] 
(3.3.26) 
国 2 全 (7), 


容易 验证 , 当 入 = 1,2, AX(zx) 符合 洛 伦 效 条 件 9+ 4X = 0, 这 时 有 kre(R, 和) = 0. 而 
当 入 =0 时 (标量 光子 ) 和 入 = 3 时 ( 纵 光 子 ) 不 符合 洛 伦 兹 条 件 实验 上 只 观测 到 
入 = 1,2 的 横 光 子 , 而 看 不 到 纵 光 子 和 标量 光子 , 这 需要 假定 在 真实 的 物理 态 中 . 这 
两 种 光子 的 效应 正好 抵消 . 为 此 , 我 们 介绍 Gupta-Bleuler 方法 . 


3.3 电磁场 ( 自 旋 为 1 的 场 ) ols 


3.3.3 Gupta-Bleuler(G-B) 方法 


在 场 的 正则 量子 化 过 程 中 , 我 们 把 电磁 场 展 开 为 振子 a ) 和 ai,(k) 形成 的 平 
面 波 全 加 . 而 a 和 ai, 作用 的 空间 的 基 矢 是 振子 的 真空 态 |0)， 以 产生 算 符 al,(%) 
的 宕 次 作用 得 到 的 所 有 态 这 个 空间 称 为 Fock 空间 . 

Gupta 和 Bleuler 认为 物理 态 只 是 Fock 空间 的 一 个 子 空间 . 他 们 假定 物理 态 
|p) 满足 : 

Or ACH(z)|p) =0 (3.3.27) 

和 

(olax4C)(z) = 0 这 是 相对 论 协 变 的 ， (3.3.28) 
其 中 , 4 四 (z) 和 4)(z) 分 别 是 4,,(z) 平面 波 展 开 中 的 正 频 和 负 频 部 分 , 即 指数 
部 分 为 e-i** 和 ei? 的 部 分 ， 

Agplz) = AOE) FF ALNE (MODY = 40 
因而 有 
(por A(z)ly) = (plO* ACN (z) + OAD (z)|y) = 0. 

也 就 是 场 在 物理 态 的 平均 值 满足 洛 伦 兹 条 件 . 由 此 也 可 以 推导 场 在 任意 两 个 物理 态 
间 的 矩阵 元 满足 洛 伦 效 条 件 (w9*4j(z)|w) = 0. 

习题 ”证 明 : 当 对 任意 态 |z) 总 有 (zk4(zjlz) = 0 时 , 则 对 任意 (p| 和 |y) 
也 有 (wI9*A,(z)|w) = 0. 

(3.3.27) 式 左 边 是 

3 


下 1 到 So 
On [ye ek, Aa(k, 和)|P2) = 0 
; (or)s2k 六， : 
3 
py ; | _ _ 
= /dk ee ?> ikpre,(k, Ma(k, 和)lp). (3.3.29) 
/ (27)32k re 


由 于 洛 伦 兹 变换 不 改变 内 积 , (3.3.20) 式 给 出 
A = 1,2 时 , kre(k, A) = 0， 
和 = 3 时 , kre (k,N) = 一 大， 
失主 一 0 时 、Kwc Cy (k, 和) = . 


所 以 (3.3.27) 式 意 味 着 
[a(k, 0) 一 a(k, 3)]le) 三 Lilp) = 0. 


同 理 (3.3.28) 式 要 求 : 
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(pllat(k,0) — ai(k, 3)] = (pl|Li = 0. 


注意 不 可 令 a(k,0) = a(k,3), 否则 会 使 其 对 易 关 系 式 (3.3.25) 矛盾 . 
由 这 些 关 系 , 可 导出 


(plal (k, 0)a(k, 0)|y) = (9lai (k, 3)a(k, 3)|p). 


因此 , 能 量 的 平均 值 为 


2 
(go 如 lp) = | dskwk a(k, AM)|y) 
ele = So ( Deolet 
+(plai(k, 3)a(k, 3) — at(k, 0)a(k, ol (3.3.30) 


= | dsken Dplat ks Na N) Ip) 


A N(k,X) 


也 就 是 只 有 横 光 子 才 对 能 量 的 平均 值 有 贡献 


证 明 由 
[a(k, 3) — a(k, 0)]lp) =0 
得 
a(k, 3)|p) = a(k, 0)|p). 
类 似 地 有 
(plat (k, 3) = (plat (K, 0), 
由 此 得 到 
(plat (k, 3)a(k, 3)|p) = (plat (RK, 0)a(k, 0)lp), 
给 出 


2 
(pIHl|y) = ak >》 (plat(k, 入 )aQ (及 , A)|w). (3.3.31) 
入 三 1 
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我 们 在 前 面 介绍 的 是 自由 场 . 它们 的 拉 格 朗 日 密度 是 场 量 的 二 次 式 , 因此 运动 
方程 是 线性 方程 . 在 量子 化 后 , 这 种 场 可 以 看 成 是 由 没有 相互 作用 的 自由 粒子 形成 
的 . 当 拉 格 朗 日 密度 不 是 场 量 的 二 次 式 的 时 候 , 场 的 运动 方程 是 非 线 性 的 . 粒子 之 
则 就 有 相互 作用 , 处 理 起 来 就 困难 多 了 . 当 二 次 式 以 外 的 部 分 是 小 量 的 时 候 , 可 以 
用 微 扰 论 的 方法 来 处 理 . 在 这 一 章 , 我 们 介绍 微 扰 论 和 相互 作用 场 . 

我 们 首先 介绍 非 自 由 场 的 例子 . 


4.1 两 个 非 自 由 场 的 例子 


为 了 作 计 算 微 扰 论 中 的 5S 矩阵 元 的 准备 , 我 们 将 具体 介绍 两 种 非 自由 场 . 
4.1.1 ga 场 论 
考虑 一 个 有 如 下 拉 格 朗 日 密度 的 场 
.2 = (Bob — mp) — gV($) = .+ (4.1.1) 


其 中 ， 


因此 有 
妥 二 到 二 Hi， 放 =n0 -0 已 如 前 所 述 ( 见 标量 场 ,3.2 市 ). 


2 5 (4.1.2) 
= 二 .入 三 rr Hy = fr THI. 


六 是 场 量 的 四 次 式 . 类 似 地 , 还 可 以 有 好 场 论 , $5 场 论 , 十 V5 场 论 等 . 
4.1.2 ”电动 力学 

再 考虑 电动 力学 对 应 的 场 的 拉 格 朗 日 密度 , 它 是 自由 电磁 场 和 电子 场 的 拉 格 归 
日 密度 再 加 相互 作用 项 : 


] 
-汉王 一 十 a(Or 4 二 冰 (iy (Oz 十 ieA) — mm) 
] 2 js kA / 2 7 ‘ 
-ey Ms a(O*A,)’ 十 wp (iry! 人 m)y) epy! vwA, (4.1.3) 
DE oO 


.0 上 He 
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这 个 式 子 在 总 结 单 圈 图 重 整 化 的 6.6.4 节 中 还 要 再 提 到 . 其 中 , .4 = 二， 
aan4)2 是 规范 园 定 项 ， 当 把 a 当做 动力 学 变量 , 拉 格 朗 日 方程 _0 即 
= 0, 给 出 洛 伦 兹 规范 条 件 0+4,, = 0. 
联 间 三 -3 给 出 前 面 (3.3.12) 式 光子 的 拉 格 朗 日 密度 . (4.1.3) 式 中 只 有 纪 是 
场 量 的 三 次 式 所 以 哈密 顿 量 为 
H= Ho+Hi, 
其 中 , Hj = / d3x. 季 . 哈密 顿 密度 为 


de =n + Awwy — 0 — = .+ .和 E， 
> = -= ey A, (4.1.4) 
是 场 量 的 三 次 式 . 
从 (4.1.3) 式 看 出 
如 果 4j(z) 一 4(z) = hp(z) + BA(z)， 和 A(z) 是 实数 , 且 80,86x 和 = 0, 并 令 
Yr) — vv (rT) = ei y(z), 则 有 
Wi(z) 一 Yt (z) = Wt(z)e®) 一 YL + as 不 变 
(由 于 BA = 0, 当 规 范 园 定 项 名 = 0 给 出 洛 伦 效 规范 条 件 时 , (4.1.3) 式 中 的 光 
子 部 分 2r = -了 FF + a(9,Ar)? 在 变换 前 后 不 变 ) 
证 明 由 
(0, +ieA,)y = (0, +ieA, (x) +ieBA(z))e-iex(z)u(z) 
= —ieO,M(z)e Ny (zr) 十 eriextz)DwV(z) 
+ieAy (x)e i NT yr) 十 ie9uA(z)e-iexA(Gz)u(z) 
=eieN®) (0, + ieA, (zx))v (7) 


Em 


wiy! (0, 十 ie4 )Wy 二 Weie^(z)i 了 we 一 ieA(7) (0, 站 ieA,)y 
= wiyr (0, 让 ieA,)y. 


令 0 十 ie4j, = 9%, 我们 看 到 
Dh = We = eg yp 
—> Dei 一 eic 9D, 
名 = 6 ieMe) 9 eieAs). 


4.1 两 个 非 自 由 场 的 例子 a 78s 


因此 , vw 上 的 相 因 子 与 x 有 关 的 改变 如 果 伴 随 着 4,, 的 一 个 适当 改变 , 可 以 使 2 
进行 一 个 相似 变换 , 从 而 最 终 使 作用 量 不 变 , 这 种 变换 称 为 规范 变换 , 4,, 称 为 与 之 
相应 的 规范 场 . 

以 下 我 们 对 (4.1.3) 式 中 .各 的 来 源 做 一 些 说 明 . 

(1) 有 源 电 磁场 的 方程 是 


Fw = 区 二 一 多 (4.1.5) 
OF Fy = $y, (4.1.6) 
OF Teye 0. (4.1.7) 


要 得 到 有 源 电磁 场 的 方程 ,只 要 在 无 源 电磁 场 的 拉 格 朗 日 密度 中 加 上 一 项 色 / = 
一 jA4 = 一 jwA 就 可 以 了 , 这 样 拉 格 朗 日 密度 变 为 


六 = -TPR 二 afBn4 2 一 产 4 (4.1.8) 
证 明 如 下 . 由 欧 拉 拉 格 朗 日 方程 就 得 到 (对 4, 变 分 ) 


1 
D， (二 x4— (i*)+2a0" (0:4,) =0— F200"(0"*A,) = 7*. (4.1.9) 


当 4 满足 洛 伦 效 条 件 
Or+A,=0 (4.1.10) 
时 . (4.1.6) 式 成 立 . 而 (4.1.7) 式 总 是 成 立 的 , 因为 
OO,As — DA)+eye= 00,As — HA) 十 cyc 
=0,0,As +ceyc— (0\0,Ay, 十 cyc) 
= OO A\ 本 CVE = (0.0,A\ 市 cyc) 
=0, 


所 以 , 如 果 要 求 乒 ， 是 由 (4.1.5) 式 给 出 的 话 , (4.1.7) 式 总 成 立 , i 不 能 任意 设 定 ， 
这 是 结构 方程 ， 另 一 方面 , (4.1.6) 式 是 由 对 作用 量变 分 得 到 的 , 这 是 运动 方程 . 还 
有 洛 伦 兹 条 件 是 约束 方程 , 这 三 类 方程 是 有 区 别 的 . 以 上 是 电磁 场 方程 

(2) 从 电子 场 的 角度 来 看 , 添加 .如 = -7Ar 正好 符合 电子 运动 受 电 磁力 影响 
的 要 求 . 对 于 带电 物体 所 受 电 磁力 的 影响 , 经 典 电动 力学 给 出 : 


dp 2 de 二 
he 
dt 入 dt 
其 中 ,FF 和 < 是 带电 粒子 的 动量 和 能 量 . 由 洛 伦 兹 力 的 公式 , 得 到 
= QIxB+QE+B = xB+QEt+h, 1a 
dL 
de 


— =OQE.7+Fo:0=E:.J+ho:.v. 
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其 中 , 是 带电 粒子 的 速度 , Fo 是 除 电 磁力 以 外 的 其 他 力 . 
我 们 知道 动力 学 方程 可 以 由 拉 格 朗 日 方程 得 到 ， 


下 面 我 们 看 到 , 只 要 在 工 中 加 上 .JA*, 就 可 以 把 电磁 场 对 带电 粒子 的 作用 包括 
在 内 . 其 中 ， 


JAr = TA = QW A;+QA = Qa A;+QAo j=1,2.,3. (4.1.12) 


带电 粒子 的 拉 格 朗 日 量 L= Lo 一 4 = Lo 890)4; 一 Qho= Lo QviA,— 
QAo. 拉 格 朗 日 方程 是 


dd QE 站 BL A 84。 

人 Bs vi =0. 

dt 0g0) dt 7 Og0)) 0qg0j) “6090) 
Ws Sia a 


动量 P(7) 天 正则 动量 (一 瓦 )) 


在 这 里 我 们 定义 三 维 矢量 (Fo) = (了 )z,… , (0) = Bs = EB1,… .方程 左边 第 


d 
一 项 为 PO 
另 一 方面 由 
Ht id 90) = 
得 到 
(QE),j) 
d 0 0 ,0A; OAo OLo 
dt eo) Qa A O 人 OXI -8 Ori Oxi 
(QixB),) (Fo)i) 


=(QE)0) + (QT x B)o) + (Bo)o). 


( 洛 伦 兹 力 五 = QE + QV5 x B) 正好 与 电荷 在 电磁 场 中 受 力 相同 . 因此 只 要 令 
Lo 一 = Lo 一 J*hj, 就 可 以 使 电荷 受 电磁 力 自 动 包 括 在 其 中 了 . 
综合 这 两 者 来 看 , 只 要 在 拉 格 朗 日 量 中 加 上 一 , 彤 4 项 , 就 可 以 描述 电磁 相互 作 
用 . 这 在 场 论 中 , 就 是 加 上 一 项 .2 = --j*4,,jr* 是 四 维 电流 密度 , 等 于 .4/( 体 积 元 ) 
验算 : 由 B=vVxA 


B=0A—dAl=-0As+A1=—F2, B= -Fi= -A 0Aa. 
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( 锐 尼 B)i) =vB— vB? 
=—v Fi2 + vw Fal 
=—0(01A42 — OA) + 0A — 0A) 
=—v201A2 + vO Al+v30Al -v0 As 
=—v0 4 — v0 A v0 43 十 710141 +0 Al tv 0 Al 
=—V OA; + vOAl. 
可 以 证 明 . 对 于 电子 场 j* = ewy*w, ce = 一 |e|. 因此 , 整个 电磁 场 与 电子 场 的 作 
用 量 就 是 
LL = Lnns + Laps + LI 
三 = Fe Fo 十 a(0,A*)? 一 (iD， 一 7 ) 了 一 ey A, (4.1.13) 
-7 Fe Fo 二 aa A + Bliyh(0, + ieA,) — mw. 


结论 是 . 只 要 在 物质 场 的 拉 格 朗 日 密度 中 把 微分 算 符 改变 为 规范 协 变 微分 算 符 : 2， 
一 0,, 二 ieA 就 包含 了 电子 场 与 电磁 场 的 相互 作用 . 
如 前 所 述 , 如 果 场 量 作 如 下 规范 变换 


vy ES 了 三 : eie 和 NT) 
万 —, = ei?), (4.1.14) 
A —Ah,= Ay+,M, 
并 且 ,90x = 0, 则 拉 格 朗 日 密度 不 变 
ta)= tA ), (4.1.15) 


4.2 微 扰 论 
第 3 音 讲 的 是 自由 场 : .2 是 场 量 的 二 次 函数 , 场 方程 式 是 线性 的 , 可 以 用 平面 
波 项 加 . 可 以 严格 求解 . 如 果 和 中 有 三 次 以 上 的 项 , 方程 是 非 线 性 的 , 问题 就 很 困 
难 . 当 这 些 三 次 以 上 的 各 项 是 小 量 时 , 我 们 可 以 用 微 扰 论 来 处 理 . 
4.2.1 ”相互 作用 的 微 扰 展开 
在 体系 由 哈密 顿 形式 表达 时 , 我 们 把 哈密 顿 量 分 为 两 部 分 


H= Hy+ Hi,= Ho(0)+ Hr(0), 
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其 中 , Hr 是 作为 微 扰 部 分 的 小 量 , 而 Ho 代表 自由 场 的 哈密 顿 量 . 在 第 2 章 2.1 节 
中 我 们 知道 正则 量子 化 可 以 取 三 种 表象 . 
(1) 在 海 森 伯 绘 景 中 , 我 们 有 


w(t)) = Iw(0)), 
O(t) = eiHtO(0)e-itt, 


力学 量 的 矩阵 元 是 
(wi (PIO 2)) = (pi(0)le OO(O)e Yly2(0)). 
(2) 在 醉 定 证 绘 景 中 , 我 们 有 


w(t) = eT “ly(0)), 
OU) = 0(0), 


力学 量 的 矩阵 元 是 
(wi (tIOW) h(t)) = (wi(0)le ™O(0)e wy2(0)). 
(3) 在 相互 作用 表象 中 , 有 


|w(t)) = eiHoteiHt|y,(0)) 
O(t) = eifotO(0)e-iHot, 


力学 量 矩 阵 元 是 


(wi(t)|O0W) yw2(t)) = (wi(0)le te iHoteiHotO(0)e iHoteiHoteiHi yp, (0)) 
= (wi(0)le'#tO(0)eiHtly2(0)). 


因此 , 三 个 表象 的 矩阵 元 是 相同 的 . 我 们 可 以 用 任何 一 个 来 计算 我 们 需要 的 结果 . 
在 微 扰 论 中 我 们 用 相互 作用 表象 , 这 时 力学 量 ( 场 量 和 它们 的 代数 函数 ) 与 自 
由 场 时 一 样 , 遵从 自由 场 的 方程 : 


Or 人 一 +[O7(t), Ho], Holt) 二 Ho(0) 一 Ho. 
而 态 矢量 则 遵从 
A )r=i(eimt (i ~ iH)eiAt hp(0))) 


== eiHot Hl) (0)e-iHoteiHoteTiHt (0)) (4.2. 1 ) 


= H(t (t)), 
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其 中 
Hi(t) = ei tot Hi(0)e viot. (9.2) 
不 同时 间 的 态 矢 量 之 间 可 以 用 夭 正 变换 联系 ， 
wt = Uti,to)lw(t2a)), Ul(ti,ta) = ei totie iHtieiHt2 eiHoto (4.2.3) 
此 乏 正 变换 满足 
-Ulta) = —iHi(ti)U (t,t2), (4.2.4) 
ti 
Ul(lto,t)=1 (identity), (4.2.5) 
Ul(ti,to)U (t,t3) = Ul(ti, t3), (4.2.6) 
UW (di Ey =.UVthy, By) = Uil(ti,t2). (4.2.7) 


习题 ”证明 U(ti,to) 的 性 质 ((4.2.4) 式 ~(4.2.7) 式 ). 
根据 (4.2.4) 式 , 可 以 用 和 迭代 方法 计算 U(,t2), 得 到 


J 
Ut)=U(a,t)+ | dt—U!(t,t2) 
J 


"ti1 
=I+ | dt(—i)H7(t)U (t,t») 
Jto 


tl t 
-+ |/ dt(—i) HD + f dt(-i) H(t Ut, ta) 
一 了 十 ol dt (—i)HIi(t)(—i)Hi(t )U(t,t2) 


一 了 十 二 otf fu t)Hi(t’) 
ois 
x+ | dt (H(t Ut 为 ] 
J 
pi 
4 dtHil(t -2 uf dt Hi(t)Hi(t 
=p “f dt 1 dt Hilt )Hilt Hi(t 的 正 es 


注意 : 被 积 函 数 中 总 有 tt >>t .…. 
积分 区 间 为 : tz 一 ti,t2 一 t,t2 二 t,t2 一 
引入 编 时 算 符 : 


(4.2.8) 


Wh 
Es 
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TIAi(ti1)Az(t2):…. An(tn)] 
=Aj (tn)Aj (ti) Ay (tis)(—1), ty > tj > tj > ty,,) 


其 中 , ! 是 在 重新 排列 过 程 中 费 米 场 之 间 交 换 的 次 数 . 由 于 Hi(t) 总 是 由 偶数 个 费 
米 场 组 成 的 , 可 以 令 1 = 0. 我 们 可 以 把 U(ti,t2) 写成 


v(t) = 


=Texp = dt 


定义 5 矩阵 为 1 一 00 ,tz 一 一 00 时 的 Ul(ti, to): 


(4.2.9) 


ti 
/ dt'dt .dt TIHI(t) Hi(t ) Hr(t™)) 
(4.2.10) 


9 =U(%,—00)=Texp 于 dtHi(t )| 


=TIL;(e-iHi(t)At). (4.2.11) 


我 们 令 


使 相互 作用 表象 的 Hi(t) 为 
mi) = | fale) 
于 是 有 
S=Texp fe rH (t, 3 = Texp = dl)| . (4.2.12) 
4.2.2 ”5S 和 矩阵 、 入 射 和 出 射 态 


我 们 引入 一 个 物理 假设 : 在 t= 十 co 时 , 矿 = to, 这 时 , 粒子 是 自由 粒子 , 再 令 . 
| 力 ( 士 co)y Sn ata(oo) 和 ata(--o) 的 本 征 态 . 它们 
也 是 0 时 刻 的 ata 的 本 征 态 . 

习题 ” 试 证 明 在 相互 作用 表象 中 粒子 数 ata(t) 的 本 征 态 |w) 对 各 个 时 间 + 可 
以 是 同一 个 态 . 

因而 可 以 取 入 射 态 为 
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| (一 cc))7 一 |k1, Ko, I "Win > lin) 人 ai (A).: -bt (pn, sn)|0) = | 2 (4.2.13) 
出 射 态 为 
(|%(eo))7 半 =at (本 ,| = (0ut| = (Ole( 司 ) b(B ,sm) = (fl. (4.2.14) 


4.b.ai,bi 都 是 目 由 场 的 粒子 潭 灭 和 产生 算 子 . 这 是 因为 在 相互 作用 表象 , 算 子 遵从 
目 由 场 的 演化 形式 , 因而 它们 的 本 征 态 也 是 自由 场 的 本 征 态 . 


9 矩阵 元 为 
SFi = (out|U (0%0, —o0)|in) =out (ki, Ko， Texp| - :| dt [ke1, ka, + ) . 
- (4.2.15) 
由 
Ut) = Ut, OWE, 0 
得 到 | 
Ul(t,0)=eiHoteiHt 
= 和 UL(t, 者 ~ eifHote-iHt [elot ent ] 一 1 二 eiHote~iH(t—t")e—iHot" 
和 


全 扩 三 lim (outle' Hote iH(t-t) -iHot |in). 


i 


由 于 |in) 和 (out| 都 是 名 的 本 征 态 , ei#0ot 对 它们 的 作用 只 给 出 一 个 相 因 子 ， 
5 矩阵 元 可 以 写成 
Spi=limeieowte risint (outleiH (tt ) |in) 


4.2.16 
a (4.2.10) 


其 中 
Ss, = lirntoutle ™ (in) 
是 薛 定 请 表象 时 间 演 化 算 符 的 矩阵 元 . 

在 场 论 中 ， 我 们 可 以 证 明 lim (0leiHote-iH(t-t)e-iHot |0) = Jim (0le 
0 = im pe cin， 这 是 一 个 常数 , 可 以 在 重 整 化 时 , 用 
在 A.Z 中 添加 常数 的 方法 , 使 它 变 为 相 因子 . 绝对 值 为 1. 我 们 得 到 

j= lim(fle— ?#7|i) DF 
ho lim(0le-2H7|0) |So, 

记 住 95; 正 是 我 们 今后 计算 散射 问题 所 需要 的 矩阵 元 ， 只 要 计算 51， 就 可 以 

到 |S 


(4.2.17) 


而 用 微 扰 论 , 这 又 归结 为 计算 : 


人 


让 
SF = D>_(outl(=i)"/(n!) / dti::: dt,T [Hi(t1)::: H(t ))lin) 


nn 


= 


71/ 


—_i)” 


(out| fu oo dt, TIHi(t) :Hi(tn))liny. 
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考虑 到 
(out| = (0la(k’):……b(pm, Sm), 


lin) 3 at (ki) 0 bi (p,,, sn)|0), 
我 们 得 到 散射 矩阵 元 的 公式 : 


Spi= (0la(ki):b(pim, so)D(+oo 一 co)a (ia) 大 (pnysn)l0) 


二 
= ( dti:::dtn(0la(k’)::: b(p,,s’, TIHI(t)::: Hr(ti)ai(ki) 
1 人 
bi (pn, sn)|0) 
站 OO 
Hi(z) = | dravas try, 2), 
进一步 得 到 
(—i)! Co 
SFi= d zd Zz 
De 


x (0la(k) :bp sn)T IA (71) H(z))at (Ki) bI (pn, sn)|0). 


我 们 可 以 认为 a( 嫩 )…b(p, 5s 和) 属于 t= co, 记 为 a(Rf)…b(p%,s), 而 ai (ki 
bi (pn, sn) 属于 = 00, 记 为 al(k1):: bi (p,, Sn) 所 以 矩阵 元 Srin 可 以 写成 


(Dl ff a 4 
Sfi= d 7Z1.d Zz 
Dk 
x(0|T{a(k).b(p, sh HI (T1) :HG (T1)a at(k1).- .bi(p,,, sn)}|0). (4.2.19) 


在 这 个 编 时 乘积 中 , 我 们 认为 构成 (out| 态 的 沽 灭 算 子 a(k 和 t 二 co, 而 构 
成 |in) 态 的 产生 算 子 ai(h1).… 属于 t= 一 co， Re a(k1)… 在 最 左边 . 
而 ai(k1).… 在 最 右边 ， 它们 正好 与 真空 态 一 i 

以 上 是 微 扰 论 求 5 矩阵 元 的 哈密 顿 形式 . 场 论 中 玻 色 场 能 量 密度 是 动量 密度 
的 二 次 式 , 由 此 可 以 导出 路 径 积 分 的 拉 格 朗 日 形式 ， Marne ith 
看 成 拉 格 朗 日 形式 . 在 下 面 我 们 推导 微 扰 论 求 5 矩阵 元 的 拉 格 朗 日 形式 . 我 们 
(2.2.11) 式 : 


(wi, TelT{A(t1) -0 An (tn)} lw2, TI) 
一 (wi|T {eHR TD) A (ti) 3 Ans (tr) } lw) 
3 /ooes4 (t1) Wh An (tn ) (wilg’, T2) (gq, Ti wo), 
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其 中 , 4;。 是 薛 定 谓 表象 算 符 . 
因此 , (4.2.17) 式 可 以 写成 |Sji| = 


lim(fle— ?HT7|i) 
lim(0le-2iHT|0)| 


加 
A= lim (0la(p1) .a(p)e Tai(p) .+ ai (pm)lO) 


=limN / Dohe' ?a(p’) 中 a(pi rai (pi1) 3 ai(pm)| 一 -7 
x(0l0'(z,T)) (0(2, —T)|0), 
B=limN | 00s x x (0|d (7z,T)) (9(2, —T)0), 


其 中 , |0),a,ai 等 都 是 自由 哈密 顿 量 对 应 的 真空 态 和 源 灭 、 产 生 算 符 (相互 作用 表 
象 的 算 符 ). 考虑 到 , 当 玉 = Ho 十 AH 时 ， 对 应 的 拉 格 朗 日 量 为 厂 = Lo 十 AL, 作用 
量 为 5 = So +A5. 我 们 得 到 


Do 


A=linN | oem 》 - I (iAS)"o (p1) :+ xai(p1) 


n=0 
0 (2,T)) (9(z, —T)|0) 


(i)™ 


Cg lim /No / goe's 


n=0 
xa(pi) .xai(p1)::.: x(0|¢'(z,T)) (0(z, —T)|0), (4.2.20) 


4zl1AC(zi) aaActo | 


其 中 ， No 是 对 应 于 .90 的 归 一 化 常数 . 
类 比 (4.2.19) 式 有 (因为 假设 AC = gL1, 则 由 微 扰 展 开 式 (4.2.19) 式 和 (4.2.20) 
式 给 出 的 式 子 对 9 的 同一 次 窜 必 须 逐 项 相等 ) 


= 其 二/ ‘(0|T {a(p’) D1) ‘a(p’)AL(z1) .AL(ra)at(p1) .al(p)}O), 

1VY() ty $s > Ce 
EW es py ODA) A Eo 

-Wm n=U nl 


其 中 , AL(z;) 是 相互 作用 表象 中 的 某 个 算 符 , 相当 于 一 .Xi (zi). 
我 们 得 到 5 矩阵 的 拉 格 朗 日 形式 : 


[Spi 加 -fr Ri” .. (0|T{a(p’) D1) r1)-. al(p1) …}|0) 


nN 


y 60)" fa A (0ITTAC(zi ) 9 AL(zn)}O)), 
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当 AA(z) 0 Wu ) 表示 时 有 AC(z) = AC(z): 但 
若 AClz) 由 x(x) 及 g%(z) Wi 其 中 r(z) 与 人 区 关系 由 由 由 哈密 顿 量 FH, 确 
定 , 并 且 这 部 分 r(z) eh Bs Dp ss 则 一 般 地 AL(zx;) = 一 .Xl 
对 应 于 量子 力学 中 的 一 (A 五 )/(ti) 并 不 等 于 AC(zi), 只 有 当 系 统 速度 二 次 项 系数 
参量 变更 很 小 时 才 有 AL(xi;) = AL(z;), (证 明 将 在 下 面 给 出 ). 我 们 在 场 论 微 扰 论 
计算 中 用 的 是 前 一 种 方式 , 所 以 总 有 AL(x) = .和 6 = AL(x)， 因 此 , 我 们 可 以 用 
AL(zi) 代替 (4.2.21) 式 中 的 AL(x;), 由 此 得 到 


Spi -| 学 /aa (0|T{a(p1) AC(za) :ai(p1).…}0) 
CD fa | . 9 91) 
二 >》， rr | dr: (OT{AL(z1) .AL(zn)}IO). (4.2.21) 


证 明 ” 令 哈 密 顿 量 为 矿 = (p! 十 b')4(p+b) 二 0, 其 中 p.b 是 列 矢量 , A= 4 
是 方 阵 . 由 此 得 列 矢量 9 为 


和 = 2A(p+b),> p+b= 二 介 (4.2.22) 
对 应 地 有 
六 二 pT —H=2p'Ap+b) (p+b')A(p+b)-—C 
=(p':+b')A(p+b)—2b'A(p+b)-—O 
= ATA dC 
一 7 一 太一 CC (4.2.23) 


这 个 推导 与 路 径 积 分 的 推导 一 致 , 在 参量 变化 (4A,b 和 C 变化 ) 时 按 A 的 定义 有 
AH=2Ab’A(p+b)+(p' +b')AA(p+b)+AC 


a 1 
一 人 Btc ee J 
d+ i97AATY+AC 


这 里 假设 速度 与 动量 的 关系 (4.2.22) 式 不 变 . 而 这 正 是 微 扰 论 公 式 (4.2.19) 式 所 亚 
求 的 . 因为 在 该 式 中 要 求 $ 与 $ 的 对 易 关 系 由 Ho 确定 . 而 这 些 参量 变化 时 工 的 
变更 为 


1 
城关 三 AT -~ A — AC: 


] 了 下 st 1 二 

am | i - 、 人 一 - 4 个 、)， 这 

站 4 - A 人 A - 48- 二 + | 有 本 FE 局 辽 小 最 
0 当 A4 是 小 量 时 有 AL = _AH+ 高 阶 小 量 
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习题 ”请 证 明 (4.2.23) 式 的 拉 格 朗 日 量 工 与 路 径 积 分 中 给 出 的 拉 格 朗 日 量 一 


致 . 
解 : 路 径 积 分 中 要 积 4 


Je{ 人 有 [写本 


4 二,, 在 这 里 就 是 要 考查 


相应 和 = 
相应 地 , 令 


B= (pt:+b)A(p+b)+O- tp 
在 指数 上 的 相关 计算 . 经 过 配 平方 得 


. 1 
es t pt = LA=!1 A a = et t =4 1Y 
B (e+ 7 4 1 (p+b 4 S| 2M A ATbA+C 


, 1 
=p ‘Ap' 一 IAA4 AN 十 六 /十 C 
把 积分 参量 dp 改 为 dp', 就 得 到 相关 的 路 径 积分 公式 , 其 中 


| 
L= 2H AL -B= 


把 4 与 g 相 类 比 , 就 证 明了 两 者 给 出 的 拉 格 朗 日 量 是 一 致 的 . 

我 们 主要 任务 就 是 计算 (4.2.19) 式 , 即 (4.2.19) 式 的 被 积 函 数 和 它 对 zx; 的 积 
分 . 为 此 , 我 们 介绍 维 克 定 理 和 费 恩 曼 图 . 
4.2.3” 维 克 定 理 

维 克 引 入 两 种 次 序 的 乘积 : 正规 乘积 和 编 时 乘积 以 及 场 算 子 的 收缩 . 

]. 正规 乘积 
正规 乘积 就 是 将 一 个 算 子 乘积 中 所 有 的 产生 算 符 放 在 左边 而 所 有 的 沽 灭 算 符 放 在 
右边 . (在 交换 费 米 子 时 要 加 一 个 负 号 ), 正规 乘积 可 以 用 记号 N(…) 或 :…: 表示， 

例如 : (a 为 玻 色 子 , b 为 费 米 子 ) 

:a(ki)ail (kz)a(ks)al(ka) := al (ka)al (ka)a(ki)a(ks), 
:a(ki)at(ka)b(pis1)bi (p252) := —a i ) bi (pas2)a( hi)b(p1s1). 
-日 一 个 算 子 乘积 用 正规 乘积 表示 出 来 , 它 在 (out| 和 lin) 之 间 的 矩阵 元 马上 就 可 

以 读 出 来 . 


例如 : 
，at(k) at(ji)a(k1):…a(k) : 的 非 零 矩阵 元 必须 是 在 (Ki,… ,| 和 


[hi kn) 之 间 . 
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2. 编 时 乘积 
前 面 已 经 介绍 过 , 编 时 乘积 是 把 算 子 按照 时 间 顺 序 排列 得 到 的 乘积 ， 
人 


要 求 29 > z0 > … > 73,, 1 是 重 排列 过 程 中 费 米子 交换 次 数 . 


3. 场 算 子 的 收缩 
对 于 两 个 场 算 子 4(z) 和 B(y)( 场 算 子 是 场 量 的 一 次 式 )， 
定义 


T(A(z)B(Y))— : A(z)B(Yy) := A(z)B(y) = 4(z)BU) 


为 两 个 场 算 子 的 收缩 (或 叫 缩 并 ). 不 难 证 明 
A(z)B(y) = (0 | T(A(z)B(Y)) | 0). (4.2.214) 


维 克 提 出 如 下 用 正规 积 展开 编 时 积 的 定理 . 
维 克 定 理 : 算 子 的 编 时 乘积 等 于 一 切 可 能 的 场 量 收缩 乘 以 其 余部 分 的 正规 积 
之 和 . 用 公式 表 为 


T(AB"* YZ2)=: ABGso YZ :ABC YI: 4 ABC YZ 
十 局 CC 


关于 各 项 的 符号 

由 于 玻 色 子 和 费 米子 的 收缩 总 为 0, 维 克 展 开 式 (4.2.25) 式 的 右边 实际 上 等 于 
玻 色 场 展开 式 和 费 米 场 展开 式 的 乘积 , 为 探讨 符号 问题 不 妨 假 定 全 为 费 米子 . 

形成 收缩 是 首先 把 两 个 场 量 移 在 相 邻 位 置 , 然后 再 缩 并 . 这 时 由 于 它们 是 两 个 
费 米子 并 排 , 对 其 他 费 米子 来 说 越过 这 一 对 费 米子 并 不 改变 符号 , 所 以 它们 先 形成 
收缩 或 者 其 他 费 米子 越过 后 再 收缩 , 对 符号 没有 影响 , 因此 我 们 不 妨 把 它们 先 移 到 
一 起 , 暂 不 缩 并 . 直到 最 后 将 一 切 该 缩 并 的 各 对 算 符 都 移 在 相 邻 位 置 然 后 一 起 缩 并 . 

将 各 对 该 缩 并 的 场 量 移 在 一 起 的 过 程 (其 余 不 该 缩 并 的 场 量 不 动 ), 得 到 总 符号 
是 不 因 过 程 而 改变 的 , 也 不 因 那 些 收缩 对 的 位 置 而 改变 的 (比如 , “ipa”mawa 与 
pa“plpa”p4, pap4“plp2” 符 号 是 相同 的 ). 

维 克 定 理 证 明 

我 们 考虑 T(pl, yp2… pw). 维 克 定 理 展开 式 (4.2.25) 式 的 两 边 对 场 算 符 4BC 
Y2 的 重 排列 是 不 变 的 (对 于 玻 色 场 ) 或 者 得 到 相同 的 (一 1) 因子 (有 费 米 场 时 )、 由 
此 我 们 可 以 假定 它们 已 经 按时 间 顺 序 排列 . 
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(1) 所 有 场 算 符 都 可 分 为 产生 算 子 部 分 p(-) 和 淫 灭 算 子 部 分 p(1), 然后 , 把 算 

子 按时 序 排 好 , 设 它们 是 
p1 9p2 pn= (pI) + op pe + PE )) (ph + pO). 

(2) 将 wm 中 的 产生 算 子 部 分 用 正 反 对 易 关 系 ( 费 米 场 之 间 用 反对 易 关 系 ) 移 
到 最 左边 , 它 就 遇 到 所 有 其 他 算 子 . 在 遭遇 时 它们 可 以 交换 , 也 可 以 产生 一 个 C 数 
的 正 反对 易 子 , 所 以 得 到 pn 与 其 他 场 的 正 反 对 易 子 的 项 (一 共 n 一 1 项 ) 以 及 of) 
移 到 最 左边 的 项 . 

P18P2 0 二 %1922 Pn-1iPntt tT Pp1 P22 Pn 


| (4.2.26) 
+ PIP2 :Pn tH1P2 pn. 


这 些 ( 正 反 ) 对 易 子 形成 pn 与 其 他 nn 一 1 个 pj(j = 1,… ,n 一 1) 的 收缩 , 余下 
的 nn 一 2 个 场 仍然 是 按时 序 排列 的 ， 最 后 一 项 在 pi 上面 打 “V” 表 示 pn 的 产 
生 算 子 已 经 在 一 切 淫 灭 算 子 的 前 面 了 ， 它 实际 上 等 于 pp pn ip 如 ) x (1)! 
(( 一 1)' 是 交换 费 米子 带 来 的 因子 ), 这 项 对 pn 而 言 已 完成 正规 化 . 

(3) 然后 观察 p,_1, 将 它 的 产生 算 符 移 到 最 左边 去 (注意 (4.2.26) 式 中 的 第 一 项 
中 没有 wn_1, 因为 它 与 pn 已 形成 收缩 了 ), 它 与 没有 被 收缩 掉 的 pj,j = 1 ,n 一 2 
遭遇 , 每 次 都 形成 两 项 , 一 项 是 给 出 对 易 子 形成 收缩 , 另 一 项 是 它 的 pi) 与 pj 交 
换 位 置 ( 费 米子 时 要 考虑 符号 的 改变 ). 


例如 : 
PIP2 Pn=3Pn=2Pn-1Pn 二 192 Pno3Pn-2Pn—1Pn 
十 :十 12 5 Pn 3Pn-2Pn-1Pn 十 PLP2 1 一 3 一 29%2m 一 1927m 


TP2 一 一 2 一 1%2m ， 
上 -一 一 三 


同样 , 最 后 一 项 中 ww _ 1 上 打 的 “V"” 表示 它 的 pl(-) 已 经 顺利 到 达 该 式 的 最 左 
边 . 即 在 所 有 淫 灭 算 子 左边 ; 因而 对 pn_1 而 言 已 经 完成 正规 化 . 

(4) 我 们 再 将 p, 2 未 收缩 的 各 项 进行 同样 处 理 , 它 的 pf 可 能 与 一 切 pj,j < 
nn 一 2 的 场 算 子 形成 收缩 , 也 可 能 顺利 到 达 一 切 pl+) 的 左边 , 这 样 得 到 的 最 后 一 项 
可 以 将 该 项 在 pn_2 上 打 “V” 变 为 加 _? 来 表示 ， 

(5) 再 进行 对 po 的 处 理 ; .… 

(6) p1 或 者 已 与 其 他 p 形成 收缩 , 否则 它 的 产生 算 子 本 来 早已 在 其 他 算 符 的 
淫 灭 算 符 之 前 , 所 以 我 们 也 在 它 的 上 面 打 “V”. 
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(7) 这 样 我 们 得 到 的 项 是 一 切 可 能 的 收缩 而 其 余 未 收缩 的 场 量 都 被 打 “V ”的 
项 的 总 和 . 这 些 打 “V” 的 场 量 都 已 被 按 正 规 序 排 好 . 这 就 得 到 维 克 定 理 . 
维 克 定 理 的 一 些 例子 


1. 关于 编 时 乘积 和 正规 乘积 的 定义 
(1) 寻 之 to <ta <t4<ts,% 是 玻 色 子 ,% 是 费 米 子 . 
T{p1(z1)p2(T2) 3(T3) Va(Ta)ps (75)} 
=—p5(T5)Y4a(Ta) 3(T3)p2(T2)P1 (71). 
(2) 妇 过 to < ts3, 是 费 米子 . 
T {wi(ti) w(t2)Y3(t3)} = —w3(t) v2(t2) w(t1). 
(3) tz <t1 < ta, 是 费 米子 . 
T{wi(ti) wa (to) v3(t3)} = walta)wi (ti) yw2(t2). 
(4) a 是 玻 色 子 , 是 费 米子 . 
D :aratalasbsbl := —atalbiaiasbs = —blalatbsaaal = 
©®@ :aib2blbabt := bibtb2baal = —btblb2baai = , 


图 :bbbbtba: 
=blblbiba = —blbtb1ba 
=bibtbabi = —blblbab1 一 


2. 用 维 克 定 理 展开 编 时 乘积 
(1) 


T{aia2a3} =: Q1Q2Q3 :十 :Q1Q243 :十 :ala2a3s :十 :alaQ2a3 : . 
| 和 Le 


7T{alia2a3sa4} 


一 : QlaQ20344 :十 :ala20304 :十 : Ql020304 : 十: Ql10203Q4 : 
一 一 一 一 | 


十 :ala20304 :7 十 Adz20304 :十 Qa1Q2 03a4: 
TE] 一- 一) 一 一 


十 :a1020304 :十 :QQ20304 : 十: QQ20Q3 0Q4 : 
一 | 一 一 一 | 
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(3) ”是 玻 色 子 . 是 费 米子 . 


T{p1(T1)P2 (72) 1 (LT3) 2 (T4)} 
=: p1(T1)Pp2(T2) V1(T3) 2 (Ta) :+ : pi(T1)Pp2 (72) W173) W274) : 


+ : Pp1(T1)Pp2 (7T2) Wir3) 2 (4) : pi1(T1)P2 (72) WiI(L3) 2 (Ta4). 


4.2.4” 几 种 场 与 其 产生 、 削 灭 算 子 的 收缩 


下 面 将 构造 (out| 的 潭 灭 算 子 看 成 1+= cc 时 的 算 子 , 而 将 构造 jin) 态 的 产生 算 
子 看 成 t= 一 时 的 算 子 , 则 


a(K)o(z) = T(a(k) 6(7)) =: a(F)G(z) : + a(k)G(z) 
=: a(R)0(z) : +[a(R), 60) (2)] 


给 出 


其 他 情形 类 似 . 我 们 得 到 


(1) 记 一 1 四 
= 3 7/ Tt/w/Naik 
a(k)o(z) 8), {9 k a k')Je™ ”| 
= bw er 3 人 天 一 局 ) 
(27)32wx 

@ikz 

= kiswt—k.2; (4.2.27) 
(27)32wx 


1 并 天 本 13k’ ] (kK —ik’z i(k) ] 
p(r)al( = a a(k’)e ,0 
= | ! e783(k—k/’) 
(27)32w. 
四 [em i 大 了 (4.2.28) 
(27)32w1 


> er(PX) 
(Lt) 
(27)32wp 


© 
一、 


a(kA) A (z) 三 [a(kA), 
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er oO 


wk 二 VV 可 ， 对 入 不 求 和 . (4.2.30) 


D, s)walT)= d(p, 0 : d(p, s)Wal2) := d(P, s)wa(T) + ValT)d(p, s) 
= [d(p, s), wal 


= |[d(p, s), 3/ 0 ,| 元 一 一 加 5 i(y, s')va(p’,s ')eiP 了]+ 
Sp po Pip gt ey tt 
= 7 \/ 37 J (Ds )e? ™ [ad(p, s), ad'(p’, s’)]+ 
= d3p / eip 7 

3 No a(p’, 5s’) 8,03(P—p) 


一 , / 一 一 -一 va( 忆 s)ei?”; (4.2.31) 
EE 


re A 27) 远 b(p, s), di(p’, s")]; = 0: (4.2.32 


Vo =/ 本 [A 有 )ia(p’,s’)e i? ®, di(p, s) 
十 
ds A re C27) a eip'z vg(p’,s [a(p’, s’),di(p, s)]y 


Val(z)bt (ps)=0, yalz)dt(p, s) = 0; 


volo =1D | AVh pr rj, s')ua(p,s')e-iPr, pt (PD, s)]; 
i ualD, s)e pv 


(4.2.33) 
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——— Us(D, s) er”. (4.2.34) 


从 以 上 分 析 可 以 看 出 , 在 t = -ce 时 的 产生 算 子 与 在 z 点 的 场 量 的 收缩 一 定 
有 一 个 e-i?? 或 e-it* 因子 ; 而 在 t= co 时 的 漂 灭 算 子 与 在 x 点 的 场 量 的 收缩 一 定 
有 一 个 eipz 或 @ikz 因子 . 


4.2.5 ” 几 种 自由 场 的 费 恩 曼 传 播 子 


为 了 今后 用 微 扰 论处 理 相 互 作用 场 , 我 们 还 需 计算 场 量 与 场 量 之 间 的 收缩 , 即 
自由 场 的 费 恩 曼 传 播 子 . 


如 果 定 义 


川 两 个 场 量 的 了 ( 编 时 ) 乘积 可 以 写成 
T{A(z)B(y)} = A(z)B(y)O (ro 一 Yo0) 土 B(y)A(zr)0(vo 一 20)， (4.2.35) 


其 中 , 玻 色 子 取 正 号 , 费 米子 取 负 号 , 一 个 玻 色 子 一 个 费 米子 也 取 正 号 . 
两 个 场 量 的 费 恩 曼 传 播 子 定义 为 
A(r)B(y) = T{A(z)B(y)} = N{A(z)B(Y))}, (4.2.36) 
共 中 ， N 是 正规 序 , 即 在 乘积 中 将 场 量 中 的 产生 算 子 移 到 左 方 , 沸 灭 算 子 移 到 右 广 
1/ 费 米子 交换 时 多 一 个 负 号 ) 但 不 计算 交换 时 出 现 的 场 量 之 间 的 正 反 对 易 子 , 即 个 
戎 虑 5(:… ) 常数 . 
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1. 标量 场 的 费 恩 曼 传 播 子 

我 们 把 标量 场 (K-G 场 ) 的 费 恩 曼 传播 子 记 为 (2)0(y) = iAF(z,y), 得 到 
iAe(z,y) 

= 了 {g(z)o) 一 N{oz)0()} 


_7T { d3k 


pe ae" 
Wk 
3k/ A a 
[a(k’)e ty + ai(k’)er 要 } 
TM) ZUK’ 
d3k 二 
-= \—ikz 天 \ikz 
{ Et (Keit® +at(R)eitz] 
d3k’ 


a je en 
天/ 
当 zo > yo 时 , 费 恩 曼 传播 子 为 


iAr(z,y) 
TOo>Yy0 13 天 = — 
>Y 人 开 —ikzx = af (大 )eikz] 
(27)32wx 
d3k’ , 
x Kk’ eik y+ of 路 eik vy 
(27)32wx lol’) 本 
d3k a = 
到 天 e 一 ie 十 tx iKz 
村 人 ) RE 
d3k’ Sn 
a(k 一 这 2 本 及 / sik 2/ 
re 二 op)ev 人 
d3k d3k/ 三 ER 
一 二 一 一 a(k ~,—ikz at kK ik’y _ Rjalk —ikz ik'y 
V(2m)32wk . J (k)e (kK')e ait(k’)a(k)e reik y} 
3 3 71/ 
一 se d 上 = (RK— 有 Je —ikztik’y 
VD i 


i 
人 Vv (27) = V (2 rE 


WN 


及). 
即 


。 也 0 之 d3k i i 
iAp(z,Y) ro yo [5 加 ja me iw (ro 一 Mo) 十 iK:( 工 一 1) (4.2.87) 
ZW 


类 似 地 当 zo < % 时, 可 算出 费 恩 曼 传播 子 为 


3 
. a IO<Yyo d iwk (wo yn) -i (x J) | 
iAr(z,y) = | a ! 7) (4.2.38) 
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这 里 要 求 ok = V 姑 +m2， 我 们 在 下 一 步 把 这 两 个 表达 式 用 一 个 统一 的 式 子 写 
出 米 . 
考虑 积分 


Do 


e 一 iko(zo 一 yo0) 
一 / dh 有 0 一 一 一 5 一 一 一 
, hi 一 wz 十 ie 


和 图 4.2.1 及 图 4.2.2 中 的 回路 . 
当 zo > wo 时 , 由 复 变 函数 定理 ( 约 当 引 理 )e-ixotzo-%) 在 下 半 大 圆 上 一 0, 积 
分 工 可 变 为 图 4.2.1 中 的 回路 积分 . 


Im 心 Im hk, 
Re hi 
Re 高 
一 一 


图 4.2.1 


当 zo < yo 时 , e-itol?o-w) 在 上 半 大 圆 一 0, 积分 7 可 变 为 图 4.2.2 中 的 回路 积分 . 


Im hh, 


Im 局 


Re i 


图 4.2.2 


对 于 解析 函数 来 说 ,| Re ey hit 分 . 了 的 被 积 函数 的 奇异 
点 (对 jo 来 说 ) 有 两 个 : ko = 土 wf 一 je 三 土 (Ww — 二 土 zo( (图 4.2.8). 我 们 在 下 
面 推导 中 也 把 。 > 0 写成 e. 


Jr 和 


= Re 后 


图 4.2.3 
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所 以 当 zo > yo 时 , 积分 变 为 围绕 zo = wk 一 ie 的 积分 (图 4.2.4). 


图 4.2.4 


天 fa e 一 iko(zo 一 V0) @—iko(zo—yo) 
轴 Rt Oi = 
(ho — wk + ie)(Ro + wk — ie) ‘ "(ko — zo) (ko + z0) 


2 1 
= (一 2ri)e-izo(zo-yo)/(2z0) 9 (—2ni)—— eior(ro—yo), 
wp 


类 似 地 当 zo < yo 时 , ko 一 -zo 是 有 关 的 极点 , 给 出 
1 


I = (2ri)eizotzo-yo) /( 一 2z0) —» (—2i) Glok (To—yo) 
2wk 


用 这 个 方法 , 我 们 可 以 把 iAr(z -vy) 统一 地 表示 为 一 个 四 维 积分 : 


dk ; 1 
jiAnl; ;,y) = ik:(T—y) = iA af: 0). D9 3 
iAp(z,y) {6 je 二 iArp(z—Y) (4.2.39) 


注意 ; (4.2.39) 式 中 ,的 积分 是 从 -oo 一 o0, 各 分 量 独立 积分 并 目 ,7 一 = 
. 9 16 
1 


五 一 一 一 一 一 ,这 时 ko 一 般 地 不 等 于 V 2 十 m2, 这 与 (4.2.37) 式 和 (4.2.38) 
ko 一 (82 十 702) 十 ie 


式 不 同 . 在 那里 ko 等 于 Vk ?++ m2?. 
习题 ”证 明 当 圆 半径 一 co 时 , 图 4.2.1 和 图 4.2.2 中 的 半圆 上 的 积分 一 0. 
O 


我 们 现在 考虑 A = (高 on) ) p(y), 类 似 推导 得 到 当 zo > wo 时 . 


3 人 _ 
= | Be iE 
( 


ED 一 jc); 


当 TZ0 < Yo 时 ， 


31. KR 
一 dk io(ro-yo) ik (i 7 司 | 
(27)32w | Wg 


考虑 积分 


CO —iko (zo-— yo) 1 人 
e yo (一 大 
T= / dh 
J 人 0 el: 
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当 ji0 六 20 时 , 由 约 当 引 理 , 令 c 为 图 4.2.4 的 小 回路 , 得 到 


—iko(z0—Y0)/ :1 
7 ¢ de i) 
A a 


eivk(z0—yo0) ( 


sw al 


ZwWk 


—iwx). 


当 x0 < yo 时 , 令 c 为 围绕 极点 (wi 一 ie) 的 小 回路 , 得 到 


e(—D)(— (wxr—ie))(zo yo) (—i)(—(wx — ie)) 


7 © (Zi 
ed a Ie 
2 (一 27i) elo (zoo) (wn). 
2wk 
由 此 得 
> 本 -一 
Bx0 OT)O(Y) / (27)4 570? 大 2 一 9002 十 ie 
人 
二 BzoiAF (TY). 


对 于 (二 | 四 je i 二 1,2,3. 因为 不 涉及 时 间 顺 序 , 可 以 直接 对 iAr(z,y) 取 偏 
微 商 的 极限 手续 , 得 到 Ar 7,y). 因此 我 们 有 


(0 ) oy) = iAr(e) (4.2.40) 


这 个 结果 在 (6.6.27) 式 的 证 明 中 有 用 . 


2. 夭 量 场 的 费 恩 曼 传 播 子 


我 们 知道 电磁 场 可 以 看 成 是 四 种 相互 独立 的 粒子 , 其 中 三 种 满足 : 


第 四 种 满足 : 


1 合 起 来 是 


其 余 对 易 关 系 为 0. 
因此 , 矢量 场 的 费 恩 曼 传播 子 为 
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iDpyv (7, y) 


=T{A,(x)A,(y)} — N{AL (zr) A (y)} 
d3k NE 3 
二 TT a_ (天 —ikz i 天 ikz 
. a oR oR "| 
SEL! 
dA ov (Ki)e-iky + ot pei] 


= 9 上 a ji 区 
u(k)e 十 api)e ] 


当 Z0 > Yo 时 得 到 
A a (RB )e ik’y 


eikz 
dy 


H 人 (人 Tt) 
(k) 一 iT 二 ik y ( :2 es py 


kd 
ea ( 


V2wxr( (27)3 )3 V2wr( 27) fr wl 


3 
了 
2wk(2T)3 


3 TZ0 < 70 时 得 到 

dk ik(z—y) dk ik(z—y) 届 

iD pv, 外 [三 -9 | i = -gn | (4.2.43) 

注意 , 这 里 wx = VA2 +m2 = VR2, 即 ko = |R|. 
费 罗曼 传播 子 可 以 统一 写成 


dik —iguve it(27y) 
iDpyy(Y, y) 2 / (27)4 i 二 i = iDrpy(Z 了 2/)， 


(4.2.4 


注意 : (4.2.42) 式 、(4.2.43) 式 中 要 求 fo = V 息 = wk, 即 四 维 矢量 大 = (KO, 1 R23 
在 能 过 上 , 然而 (4.2.44) 式 中 的 大 无 此 限制 , 它 的 各 分 量 都 独立 地 从 -= 积 到 ~. 


3. 旋 量 场 的 费 思 曼 传播 子 
最 后 我 们 计算 旋 量 场 的 费 恩 曼 传播 子 , 记 为 iSi(x,w). 得 到 
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LO (ts VY)aB 三 TH WalT)Y y)} N{vy 有 )Y 13(y)} 


本 n ~ 一 1DDT 3 cy ipz 
=P| > 7 dp CE [b(P, s)ua(D, s)e 十 di(p, s)va(p, s)ei?”] 
8 wp 
全 er 了 is(p’, s’) el +d(p, s)5p(p,s)ew"]) 
Ar 本 各“ mm a ~ 一 iDPz 趟 总 一 iDT 
-| dp, = Ss)ual(p, s)e + dl(p, s)va(p, s)e™”| 
Ss 卫 
[bi(p’, s’)aa(p, se? y+d(p,s')va(p, se i? 中 


Zo 之 yo 时 , 费 恩 曼 传 播 子 为 


| . m , i 
i5F(z,y)a8 Ne 人 
d3 D /二 一 -一 ) 取 5(D/ 5 @iP'y 
| (27) md 6(D 3) 
| de ee 本 
3S3/ )3wp 


X| 一 2 i(p’, s')b(p, s)] ua (D, s)ua(p’, eipreip'y. 


p(B s)bi(p’,s’) — (bi(p’,s')b(p, s)) = [b(B, s), bi (P's))+ = 6ss163(B—p), 


AA 
19Sp (7 到 ap = 1 pd’ Pp 1 画 37 Ww \/ (27)3w 
p Pp 


得 到 


xe ,一 iD 十 ip/ yuo (D, s)ua(p 5/)6.wv03( 厅 一 p’) (4.2.45) 
Tg 7 n 
= /|d’ 二 > u(p, s)u(p, SS)j np. 
/ ? (2n)3w, Dy "| 


4 T0 < Yo 时 费 风 曼 传播 子 为 


iS (LZ, Y) a 


fr We 和 wa (ps ug(p,s erY + d(p,s')oa(p,s )e 1] 
3 3 No fm N=ipe +( 了 SU (了 seipzl 一 N{wa (zr)wba(y)} 
, Pp, /a bs) se + NB oP, se] = NI 
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3，/ Ce vy 3 Wh (万 eip ) 开 
六 dip ee d(p’, 5 )53(D 2 d 7D 机。 va (DP, 5) 
_ d3p d3p / 一 —ip’y ipr 
三 ) /二 es 0a(P,s')va(B, s)e-i' ve 
加 -5 | ava i (27)3w, (万 5) vB (p’, 5') jai? vtinng, da — p’) 
Ee Py T)3wp V ( Ey 
77 ip(Zz— 2 eg A 全 
=- fap Be © DC) s)0(p, aoo (4.2.46) 
人 s 


由 狄 拉克 方程 一 节 附 录 中 (3.1A.3) 式 及 (3.1A.4) 式 可 得 


Du ais) = A; = 于 于 
-yu( 了 sj) = 人 = 


我 们 得 到 


; 1 一 ipP(Z 一 
iSp(z,Y)ap = / dp roan)aae Pie (十 m)japbg(zo — yo) 
p 


3 | pp ez I (m — Has0(yo — zxo), 
我 们 可 以 验证 , 它 可 以 写成 一 个 统一 的 积分 : 


dp i(# + m) 
en ip(o-W [iW+m) |] isntz ws. Fe 
1 F(T,Y) B /总 bl iSp (x Y)aB (4 IN) 


注意 (4.2.47) 式 的 p= (p?,pl1,p?,P3) 是 在 能 过 上 , 须 满足 : 
一 (DD:—m’=0. (4.2.49) 


而 (4.2.48) 式 的 pr 都 是 独立 地 从 一 oo0 积分 到 oo, (在 实数 轴 上 积分 ) 不 受 (4.2.49) 
式 限制 . 前 面 的 两 种 传播 子 也 一 样 . 

证 阴 

(1) 当 xo > yo 时 , 对 po 的 积分 可 以 化 为 图 4.2.1 的 回路 积分 , 然后 化 为 图 4.2.1 
的 积分 . 我 们 得 到 


d3p / dpo -ip-(z—y) i(¥# + m)aga 


(2r)3 . 2r (po t+ wp — ie)(po 一 wp 十 ie)” 
- 


iSp (Zz sb VY)ag 一 
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其 中 , wj 三 VP? 十 m2,C 为 围绕 z0 = wp 一 ie 的 小 回路 ， 当 回路 半径 趋 近 于 替 时 ， 
给 出 


ne d3p (—2n)() f ip(z_y) (十 mm) 
ee ea ip: (2—y)_ WT /opB 
iSF (7X — Y)ap | & 2 te Ei (po 十 wp 一 ie) 人 


d3p i 1 
三 —i%-(Z—Yy)_—_ 
| CE a P+ Mm)ag, 


与 (4.2.47) 式 一 致 . 
(2) 当 zo < yo 时, 对 po 的 积分 可 以 化 为 图 4.1.2 的 回路 积分 , 然后 化 为 正 向 
绕 一 20 的 小 回路 积分 , 因而 积分 为 


iSF(T—Yy “= /二 dp 3 —ip.(z—y) i(¥ + m)ap 
(po + wp — ie)(po — wp + ie) 
其 中 , Cc 是 绕 一 20 二 一 wp 十 ie 的 小 回路 , 由 此 得 到 
3 /1 
i9F(zZ 一 y)aa = Ci) 人 jap } 
(2T)3 27x (po 一 wp + ie) J po=—wptie 
0 | 0 —i[—wyp (zo0—? Dp: (元 一 
- /Be tp tog x ee 


及 一 一 万 d3p’ 1 i[—wp (zo0—yo0)+p (ET)] 0 / 
(32 (wpy —byy Tm)ag 
Dp 


dp 1 ew 
| Ey Bp (on 


也 与 (4.2.47) 式 一 致 . 
由 于 二 p27 我 们 可 以 把 (4.2.48) 式 简 写成 


Te “ CP -ip(z—y) i(¥ + m) 
Donel i 
(27)4 D2 一 rn2 十 ie 


a 于 p @—ip(z—y) i 
(27)4 WH— m+ ie 


习题 ”证明 (4.2.50) 式 中 的 第 二 个 等 号 ， 

在 前 边 4.1 节 的 两 个 例子 中 , ,% 都 是 由 超过 两 个 场 量 组 成 的 , 这 些 场 量 处 在 
同一 个 时 空 点 , 这 样 , 在 取 正 规 乘积 时 就 可 能 出 现 一 些 无 穷 大 . 因此 我 们 总 是 约定 
在 计算 微 扰 展开 时 它们 是 事先 已 经 正规 化 好 了 的 , 即 

对 4 理论 我 们 约定 


A EAC AA (4.2.51) 
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对 电动 力学 我 们 约定 


HI =e: UVTAUV Ay :=€:V(r)y’ pA eS (4.2.52) 
所 以 散射 振幅 公式 变 为 
0 4 
SF 2 d gy 
XONT {oR ) sb(prram) : (m1) :7 (a) ot (by) Di (pa sn)}|0) 
=》、 GS 
fi 


按 维 克 定 理 , T{ … } 可 以 化 为 场 量 的 一 切 可 能 的 收缩 与 其 余部 分 (未 收缩 的 部 
分 ) 的 正规 乘积 构成 的 单项 式 的 和 . 在 这 个 过 程 中 : .和 (xz) : 中 在 同一 时 空 点 的 
各 场 量 自己 的 收缩 是 不 考虑 的 , 因为 它们 已 经 取 了 正规 积 了 ， 由 于 包含 场 的 产生 
或 者 潭 灭 算 子 的 正规 积 的 真空 平均 值 总 是 0, (0jai…bia.… bl0) = 0. 所 以 矩阵 元 
(0|T{.… }I0) 只 要 考虑 所 有 场 算 子 全 部 缩 并 后 得 到 的 各 项 之 和 . 

有 了 这 些 知识 , 我 们 可 以 计算 任何 .% 是 场 量 多 项 式 的 相互 作用 场 的 $ 和 矩阵 
元 . 在 下 一 章 , 我 们 将 具体 计算 wp 理论 和 量子 电动 力学 的 S 矩阵 元 , 并 从 中 找到 
一 些 规律 . 


第 5 章 9 矩阵 的 分 振幅 、 费 恩 曼 积分 和 费 恩 曼 
在 这 一 章 , 我 们 具体 计算 两 种 场 的 5 矩阵 元 的 费 恩 曼 积分 表达 式 和 费 恩 曼 图 


5.1 0 理论 的 费 恩 曼 图 


Se = f a .dzn (0| T{a(k’) G(T1) HG (Tn)ai (A .…} |0) 
(5.1.1) 
叫做 5 矩阵 的 分 振幅 , 它 的 关键 计算 是 算 
站 人 = 0/T {9 (71) 0 (5.1.2) 


这 项 的 计算 可 以 按 如 下 进行 . 
1) 把 .6(z;) 用 场 量 写 出 , 比如 在 $1 理论 中 微 扰 哈 密 顿 密度 为 
OT OT PTI Tj) :. (5.1.3) 

2) 把 各 个 场 量 , 包括 . 罗 中 的 场 量 以 及 构成 |in) 态 和 (out| 态 的 产生 漂 灭 算 
了 f 配 成 对 , 只 要 各 对 的 收缩 都 不 为 零 . 直到 把 所 有 场 量 都 用 完 . 

(3) 将 各 对 场 量 取 收缩 , 写 出 其 传播 子 , 这 些 传 播 子 的 乘积 之 和 等 于 T(")( 写 时 
要 考虑 费 米 子 对 形成 时 需要 引入 的 (-1): 因子 ) 中 的 一 项 . 因为 取 成 对 收缩 的 方式 
很 多 , T'" 中 有 很 多 项 . 7(%) 求 出 后 , 就 得 到 

St | 本 (5.1.4) 


本 


.231(Zj) = 


以 下 看 一 个 例子 
例 在 理论 中 计算 T(2), 令 入 射 和 出 射 粒子 都 是 两 个 , 这 时 有 


TO 二 (0 T{a(R) a(R): $21) 1: (2) : at (ki) at (kK2)} 10) 
=(0| T{a(Fi) a(B) : Ob(r1)0(r1) 0(r1) 0(z1) 
2 br2) Or2) br2) br2) :af (A ) ot (kz)} 10), 
其 中 一 共 是 12 个 场 算 子 , 任意 两 个 之 间 (除了 同 在 zi 或 同 在 za 之 外 ) 都 可 以 收 
缩 . 它们 必须 成 对 地 收缩 完毕 , 这 就 构成 一 个 非 零 项 . 比如 , 其 中 有 一 项 是 
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i 一 (U (© (3) (4) (DD (2) (3) (4) , es 
Yet = (0la(ki) a(k’s) OZ)OLD) OT) oT) To (Ta) 0 (T2072) ai(k1) ai(k, )|0 
I = t= 于 = 一 EO 
GQ) @ (3) (a) (@D) ©) (3) (4) 


一 一 


一 ak) al) (TI OT OTT G(T ) 0 (To) 0 (To) (72) ai(Ki) ai(k,) 
| = | 


由 于 四 个 (z1) 是 相同 的 , 四 个 0(z2) 也 是 相同 的 ,所 以 与 这 个 项 的 值 相同 的 项 一 
共有 个 . 除 以 2, 是 因为 交换 zl 处 的 国 、 四 同时 交换 za 处 的 四 、@) 并 
不 给 出 新 的 项 . 

我 们 形象 地 将 上 面 的 项 画 成 


四 | 局 WW 画面 泛 及 和 区 
© ©® @ ® © ©® @ ® 


Ee 


在 g(Z1) 地 方 ， 为 表示 它 是 场 量 9, 用 黑 点 表示 . 上 图 又 可 简化 为 


局 好 I 7 局 局 


其 中 , 每 个 节点 出 发 的 线 相连 接 构 成 完整 的 连接 线 , 代表 一 个 收缩 . 此 图 还 可 以 分 
布 在 平面 上 : 


这 样 就 好 看 多 了 , 这 叫做 费 恩 受 图 ， 其 中 zl 和 za 点 叫 顶 角 ,，zrl 和 ra 之 间 的 联 线 
叫 内 线 , 在 顶 角 zl 和 zo 之 间 的 内 线 , 表示 一 个 费 恩 曼 传播 子 1AF(zl 一 x2), 其 余 
线 叫 外 线 . 

从 这 个 例子 看 , 每 一 个 场 量 都 可 表示 为 re 一 o , 其 中 的 空 圈 必 须 与 男 一 个 场 量 
的 空 圈 配 成 对 , 每 一 个 . 钞 (z) 都 可 表示 为 四 个 场 量 共 用 一 个 黑 点 : 


XA(L) = XxX $(7) = 5 一 
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准确 地 说 , .和 6 的 图 才 是 完全 的 顶 角 , 其 中 黑 点 是 顶 角 的 顶点 , 四 根 带 空 圈 的 线 
是 项 角 的 外 线 或 者 叫 顶 角 线 . 费 恩 曼 图 中 的 内 线 和 外 线 都 是 由 顶 角 线 组 成 的 . 而 构 
成 lin) 和 |out) 态 的 场 算 符 可 用 不 带 黑 点 而 带 上 、k' 的 图 表示 : 

如 
ay = > a(h) = oo- 一 一 


这 样 我 们 只 要 将 它们 放 在 平面 上 . 


ee = 一 为 
es 4 和 
然后 将 空 图 作 任何 可 能 的 配对 即 可 得 到 上 例 (5.1.5) 式 中 的 一 项 

例如 , 下 图 中 


表示 的 项 不 是 同一 项 . 
通常 我 们 在 标量 场 中 用 虚线 表示 收缩 , 并 且 省 去 作为 连接 键 的 空间 和 作为 入 射 
线 和 出 射线 标志 的 箭头 , 比如 本 页 开头 的 项 可 以 用 下 图 表示 : 


3 局 


其 中 , zl 与 za 之 间 的 连 线 是 内 线 , 其 余 是 外 线 , zi 与 za 是 顶 角 . 
在 以 上 构图 中 , 我 们 认为 每 个 . 北 (z) 的 各 个 场 量 都 有 权 与 别 的 地 方 的 场 量 收 
缩 , 这 四 个 b(zx)) 的 交换 给 出 4! 种 可 能 的 数值 相同 的 Tw, 我 们 可 以 先 将 它们 标 


记 成 1 人 多 俐 
H(z) =:0(2) 6(7) Oz) (7): 


比如 ， 
， ， 人 今 名 人 @ 
ul 全 ja (ks ja(kaja(hk) or or) oo() 
与 
， 让 信 他 人 @ 
uh JOAN Ju 人 As sualh ) or)o(r)o(r)o() 
| = | 


是 不 同 的 项 . 
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因此 , 一 般 地 , 7 中 可 能 有 (40” 相 同 的 项 , 正好 消去 各 下 面 的 分 母 41: 但 
是 有 些 情况 下 , 从 连 线 情 况 看 , 并 不 是 所 有 4! 种 置换 都 给 出 新 的 项 . 比如 在 前 面 的 
例子 中 两 点 间 两 根 内 线 的 交换 并 不 给 出 新 项 . 

图 5.1.1 对 应 的 项 为 (5.1.6) 式 (在 图 5.1.1 和 图 5.1.2 中 用 x, zx 表示 x1, 2). 

由 两 根 内 线 的 交换 给 出 的 图 5.1.2, 还 是 对 应 (5.1.6) 式 . 


ki 1 人 站 4 记 kb" 1 (站 4' hk 
如 法 避 1 3 一 局 bh 2 4 2' 3 个 ~ 记 
图 5.1.1 图 5.1.2 


换 句 话说 , 虽然 两 张 图 的 确 相当 于 x 的 四 个 场 及 x' 的 四 个 场 的 不 同 排 列 . 然 
而 对 应 的 收缩 乘积 是 同一 个 . 所 以 这 种 有 对 称 性 的 费 恩 曼 图 总 的 相同 的 项 数 应 为 
(41)"/S, S 是 内 线 的 交换 可 以 带 来 的 对 称 变换 数目 , 此 图 5 = 2. 一 般 来 说 , 一 张 费 
恩 曼 图 如 果 只 考虑 它 的 点 和 线 的 连接 关系 , 而 不 考虑 它 的 顶 角 字 母 和 线 的 标号 . 它 
可 能 把 自己 的 一 些 点 线 映射 到 自己 的 另 一 些 点 线 上 , 但 是 不 改变 这 张 空 的 ( 即 没 有 
标号 和 字母 的 ) 费 恩 曼 图 连接 关系 . 这 种 映射 是 费 恩 曼 图 的 对 称 变换 . 由 图 5.1.1 到 
图 5.1.2 就 是 空白 图 5.1.3 的 对 称 变换 . 图 5.1.3 的 对 称 因子 是 5 = 2. 


局 
图 5.1.3 


一 般 地 说 , 当 费 恩 曼 图 没有 对 称 性 时 , 由 于 
9(") = 一 ) d4z1 .…d4z， TW (7 sh ) (Daany 


对 z1.…z 是 对 称 的 , 因此 , zi …zw 的 重 排列 给 出 的 新 项 在 对 x 积分 后 与 原来 相 
同 . 这 就 使 同一 张 费 恩 曼 图 由 重 排 列 x1,… ,zw 而 带 来 n! 个 相同 的 对 SW 的 贡献 
项 , 正好 消去 5 表示 式 分 母 nl. 

但 是 当 费 恩 曼 图 有 对 称 性 时 就 要 作 更 细微 的 分 析 , 比如 图 5.1.4: 交换 rz 和 
并 不 给 出 新 的 TW 中 的 项 , 因此 它 对 项 角 交 换 具 有 两 重 对 称 (当然 在 交换 r。 和 7， 
时 ， 与 T2 和 T3 相关 的 顶 角 线 也 要 跟着 交换 ， 从 而 线 TT OO TTI3, T2aT3 OO T3075 ). 
su = 2. 对 于 不 改变 顶点 只 对 线 a 和 6 的 交换 , 给 出 w = 2, 5 = wss = 4. 因此 . 


在 计算 中 取消 4 下 面 的 4 和 A 下 面 的 nl 后 , 必须 将 结果 除 以 5. 
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1.4 
A 到 这 里 ， se i 一 旦 空白 图 上 每 个 顶 角 标 上 了 x; , 每 个 顶 角 伸 出 的 
四 条 项 角 线 标 上 了 2、3、 人 省, 则 任何 一 张 拓扑 上 不 同 的 图 (这 图 要 包括 顶 角 


光标 号 及 每 个 项 角 四 条 枯 多 线 各 自 的 标号 ) 即 表示 唯一 的 一 项 . 
它 的 在 SO) ($y , 这 是 我 们 讨论 图 的 贡献 的 出 发 点 .由 顶 
角 的 顶 角 线 的 重新 标号 带 来 相同 同志 个 不 同 的 维 克 展 开 项 ,正好 消去 4 因子 ; 由 
顶 角 的 顶点 x; 的 重 标号 , 也 给 出 不 同 的 维 克 展开 项 . 这 些 项 在 对 zx; 积分 之 前 是 不 
同 的 , 然而 积分 之 后 就 对 5(") 给 出 相同 的 项 , 正好 消去 “ml” 因 子 . 当 这 种 重新 标 
号 的 操作 不 带 来 新 的 连接 关系 时 , 仍 只 能 代表 维 克 展 开 中 的 同一 项 . 一 个 空白 图 的 
对 称 操作 能 带 来 一 个 新 的 重 标号 方式 , 因此 对 每 一 种 标号 方式 , 都 有 5 种 标号 方式 
与 它 代表 同一 种 连接 关系 . 它们 只 代表 维 克 展 开 的 同一 项 . 因此 在 乘 以 (4)"ml 之 
后 . 必须 除 以 对 称 因子 5. 
以 上 结果 是 对 于 一 般 情 形 . 如果 一 张 费 恩 曼 图 可 以 分 解 为 个 互 不 连接 的 子 
图 . 则 在 标记 z; 时 可 以 先 把 n 个 zx; 分 为 几 个 部 分 , 它们 分 别 是 1172… ,大 个 ， 
这 种 分 解 方式 有 二 二 -1 种 : 然后 在 每 个 连接 部 分 内 填写 x; ,它们 分 别 有 i! 
种 、 lz! 种 … _ 方式: 而 各 漆 子 图 中 项 角 的 线 的 对 称 交换 只 ! 涉 及 该 子 图 . 所 以 最 后 的 
总 的 重复 数 是 
17 一 11 x 出 x (第 1 张 子 图 项 角 线 的 对 称 数 ) x 
xx( 第 大 张 子 图 顶 角 线 的 对 称 数 ) 


由 于 S= SixS2x:...xSixSo, 这 里 50 为 将 不 同 同 的 等 价 子 图 ( 比如 , Di 与 Ts 等 
价 . ,Ta4、 Te 等 价 ,.… ) 互相 映射 的 对 称 数 . 
因此 , 费 恩 曼 积 二 


1 ”ji1x (第 1 张 子 图 项 角 线 的 对 称 数 ) x 


5 nl li! x ..- 


11 
三 厅 xx (第 1 张 子 图 项 角 线 的 对 称 数 ) x … 
0) 2] 


一 喜 x (各 张 了 图 的 费 转 曼 积 分 之 积 ). 


"1 费 恩 曼 图 分 解 为 一 系列 真空 图 T， 和 没有 真空 图 的 部 分 Ps 时 , 因为 与 T2 不 
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等 价 , 50 显然 为 1, 所 以 费 恩 曼 积 分 可 分 解 为 T! 和 Ts 的 费 恩 曼 积 分 的 乘积 . 
Sr = SFr, X HT; (5.1.8) 


定理 ”回顾 (4.2.21) 式 , 其 分 母 是 一 系列 真空 图 求 和 . 分 子 是 连接 外 线 的 图 与 
真空 图 的 乘积 , 我 们 可 以 将 它 写 成 一 张 连接 外 线 的 图 与 一 系列 真空 图 的 积 , 然后 对 
连接 外 线 的 图 求 和 . 因此 (4.2.21) 式 就 等 于 连接 外 线 的 图 对 应 的 费 恩 曼 积 分 之 和 . 
因此 我 们 处 理 散射 问题 时 不 用 考虑 真空 图 . 

例 1 图 5.1.5 的 对 称 数 5 =2 x 4!= 48. 


S 


图 5.1.5 


例 必 在 3+0s 理论 中 有 图 5;1.6, 它 的 对 称 数 为 点 二 3 转动 关 S 反 对 一 D2 二 = 10. 


图 5.1.6 
以 下 我 们 总 结 出 费 恩 曼 图 的 规则 : 
机 g(z) ee 
四 a(k) es a 
2 
ai(k) i 
(3) 
PT)P(Y) = iAr(r —Y) 人 . 
全 Gikz k 1 
天 a 5 
(5) V (2m) ”2 人 


(x)at(k) = -ke V(2m52w SR 


他 


(6) 

(7) 每 个 顶 角 提供 一 个 g/4! 

根据 这 些 规则 , 只 要 画 出 一 张 费 恩 曼 图 , 便 可 写 出 该 项 的 值 . 

这 些 规 则 称 为 坐标 空间 的 费 恩 曼 图 规则 , 它 可 以 给 出 (5.1.2) 式 To 中 一 个 特 
定 的 收缩 项 Tm, 将 TW" 乘 以 = 之 后 对 z1,… zn 积分 得 到 (5.1.4) 式 So 中 的 
一 项 . 


5.1 901 理论 的 费 罗曼 图 


' 107 . 
例如 , 右 图 
Sa .区 
a ID .二 
9 se 9 
局 “ 申 
给 出 742) 中 的 一 项 : 
ik’ zi eiK2 1 —ikiz2 —ik2X2 
2 ee 2 € e@ 
九 ” = (iAF (x1 一 za)) 一 一 一 一 . 
“ 27t )32wkr 4 (2 /2m)32w (27)32wp, V (27)32wks 
(5.1.9) 


在 (4.2.39) 式 中 , 我 们 算出 


41. i 
iAp(z —Yy) - | 训 -ik(e—y) - 


27)4 k2— m2?++ie 


代入 (5.1.9) 式 中 , 可 得 


G= /aadteozf = 


(= 可) DO (27) 32w, fom (27)32w,, VA( ED Tr V (2 -AR 


可 4 天 dak 
、 14 do / 5 一 i(T1 一 2 / 一 i 天 (zl 一 72) 
1 广 0 (27)4 ' 太 = a 十 ie (27)4 


i 


i( 人 十 2)zl i(ki+k2)r2 
“AT 
(5.1.10) 
先 对 TX1,T2 积分 给 出 
2 1 1 1 
G= (这 ; 
4! /(2m)32owl VCms2wu V(2r)32wk，V(2)32wks 
站 和 大 d4K i i 
> (2r)4 (2n)4 hk2 om?+ie K2 一 702 十 ic 
x (2T)46 4(k, 十 ja 一 天 一 到 )(2 T)464( 大 十 有 — ki— ko) 
这 张 图 属于 5(2). 再 考虑 交换 zi 和 x2 的 图 : 
记 三 Kk 9 局 
oi “8 - “i 
人 a 人 


得 到 相同 值 , 这 个 因子 2 正好 在 后 面 5(2 的 计算 中 抵消 本 因子 . 另外 , 7 中 四 个 
场 的 交换 给 出 (402 3 2( 对 称 因子 ) = (和 ,最 后 得 到 与 它 同类 的 对 应 于 同一 张 空 
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| S53) 的 贡献 为 


一 1( 
tI] a | J 
” d4K dk’ i i (5.1.11) 
(27)4 (27)412 一 ?202 十 ieK2 一 22 十 ie 


(27)464 (ki 十 太一 太一 及 )(2m)464( 天 十 大 一 有 一 Ko) 


式 中 , 第 一 个 因子 取 5 是 由 于 对 称 因子 5 = 2 


归纳 起 来 有 以 下 规则 : 
(1) @ —ig 2 元 i 
(2) ee 
oh B51.12 
| pe (5.1.12) 
(3) i 
k V G7) 


(4) 除 以 图 的 对 称 因子 5. 这 些 规 则 称 为 动量 空 间 的 费 恩 曼 图 规则 . 
以 上 是 .6 = 二 是 一 个 单项 式 的 情形 , 当 是 多 项 式 时 情况 也 类 似 . 
比如 ,2 = ( 闫 b2 + 加 如] 时 有 一 项 , 示意 如 下 ， 

(1) 


To 


Tl » 部 
(0laia2 (O04 BOO) 00 十 000) 00 + B00) alabatlo) 
Ea 


它 的 特点 是 在 每 个 zi 只 取 多 项 式 中 的 一 项 , 则 当 z 之 间 进 行 置换 时 , 也 相当 
于 田 一 种 联结 方式 . 比如 将 上 式 的 xz1 和 xz? 进行 直接 置换 , 就 是 下 式 . 
(2) 


Tl 22 T3 


Olaiaz (0 + POP) 00 O00 00 + 000) aa ial 0) 
10Q2003 


这 两 个 式 子 的 费 恩 曼 图 分 别 为 
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ty 

[= 

SS SS 
Ce Ded 


而 和 一 一 0 
1» 


因而 zj 的 各 种 置换 也 同样 能 消去 5") 表达 式 中 的 = 因子 . 上 图 四 中 ra zs 之 
加 为 内 线 ; 四 中 zizs 之 间 为 内 线 , 其 收缩 = iAr. | 


在 这 例子 中 . 顶 角 有 两 种 : DP 0 @ a 


以 上 我 们 看 到 ， 各 个 项 角 ( 即 不同 z 处 的 ) 的 对 等 性 ,导致 sw 中 六 因 
子 的 消除 , 而 .6 中 各 项 自己 的 对 称 性 , 导致 男 外 的 和 (和 6 中 的 6 项 )、3!(%3 项 ) 
或 21( 0? 项) 的 重复 数 . 可 以 消去 元 ， 色 守 中 的 分 母 当然 , 当 费 恩 曼 图 自己 有 对 


41'” 31° 
称 因 子 5 时 . 总 的 重复 数 要 少 5 倍 . 


因此 . 画 出 一 张 费 恩 曼 图 , 它 对 5(") 的 贡献 不 必 计 算 各 个 阶乘 (4，4!，.… ) 因子 ， 
只 要 按 (5.1.12) 式 中 的 三 项 规则 写 出 来 即 可 , 最 后 结果 要 除 以 图 的 对 称 因 子 5 . 在 
微 扰 为 o2 和 史 的 例子 中 费 恩 曼 图 规则 (1) 应 该 改 为 


(1 ) -iiga)(2r)454(》 有 .ee 
(~igs)(27)164( > k) Saad 3 a 


其 余 不 变 . 
从 以 上 分 析 我 们 也 可 以 看 到 , 如 果 希 望 添加 图 


/项 角 线 顶 角 


由 要 在 .7 中 加 上 一 项 Wat : (9(z))/ : 即 可 . 

ee. h 某 个 w(x) 上 加 上 算 子 轧 ,, 就 会 在 相应 的 项 角 的 线 上 乘 以 一 个 -ij 
的 因子 (名 的 方 同 下 Mey 比如 考虑 传播 子 (0|T{ 6$(z)p(y) 0) ， 加 
F -二 变 为 


(TU 


0 记 
(0|0,.9(7)0(y)|0) = 2 (0T pl /) }10) = ieArtz 一 1) (5.1,13) 
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( 见 (4.2.40) 式 ) 这 就 会 在 动量 空间 的 传播 子 上 乘 一 个 -ik,, 因子 : 


r 4 并 . 
0 / d 大 e 一 达 (z 一 切 1 


DZ 人 (2T)4 k2—m?2+ie 
d4k 这 i 
= | oe OX (~ik,). 5114) 
| me (i) (5.1.14) 
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我 们 在 这 一 小 节 介绍 量子 电动 力学 中 的 微 扰 论 , 这 是 量子 场 论 中 最 成 功 的 典 
范 , 也 是 物理 学 最 辉煌 的 成 就 之 一 . 
在 量子 电动 力学 中 , 相互 作用 哈密 顿 密度 是 


HG =e: WT YT) A (r) :， 


相应 的 矩阵 元 是 
到。 二 Ee led f tt) /ae /are 
af di.…|0) 


二 (OIT {a nit | srt) | dt72.37 (12)- . / dz 3 (zn )ai. -dl. 0). 


其 中 
od =a(R, NM)...b(p’,s’):..d(p,s 
at .dt .=at(R, A).. bi(pi, s1) .dt (3, s2) 
是 光子 的 产生 沽 灭 算 符 和 电子 和 正 电子 的 产生 、 潭 灭 算 符 . 
由 前 面 3.3.3 节 , 令 Lx = a(R3)-a( 六 0), Lt = ai(R,3)-at(K,0), 则 有 [ZE = 
0. 对 入 射 态 和 出 射 态 ， 要 求 Lxlimy = O, (out|Lt = 0， 由 此 可 以 证 明 ， 入 射 态 
是 由 at(R,1) 和 at(R,2) 以 及 LI 作用 于 作用 于 真空 态 上 得 到 的 物理 态 ， 因 此 在 
a( 和 4)… 及 at(ki 和 1)… 中 只 需 包括 和 = 1,2 的 光子 , 虚 光 子 Ln 及 LI 由 于 它 
们 与 .6(zj) =V(zj) 的 对 易 子 为 全 散 度 , 在 | aa 之 后 消失 , 因而 可 以 认为 在 
积分 下 
[| dizwV (x), Lr] = 0, 
取 厄 米 共 轿 得 
[ 吕 ; | siavea) 与 省 
我 们 可 以 把 所 有 lin) 态 中 的 Li 移 到 最 左 端 , 把 (out| 态 中 的 L, 移 到 最 右 端 , 就 可 
以 证 明 它们 对 S7 无 贡献 
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在 QED 中 : 
6 =: ep(r)Iy YW(r) A (2) :, 


从 前 面 平面 波 展开 可 见 , w(x) 含 5 和 di, 它 只 能 与 中,q 或 vw 形成 收缩 ;w 含 0t 和 
1. 它 只 能 与 b,di 或 小 形成 收缩 . 将 表示 收缩 的 连 线 加 上 箭头 , 要 求 箭头 方向 是 从 
.bi,d 出 发 , 并 且 进 入 到 w,b,dai 的 . 在 作 缩 并 连 线 时 不 可 以 两 个 箭头 或 两 个 箭 尾 
对 在 一 起 , 就 可 以 概括 上 面 的 配对 规则 . 
例 1 我 们 先 看 一 个 例子 , 考虑 两 个 电子 入 射 两 个 电子 出 射 的 S02 


dr2(0|T{D(p 3s )0(p as) 3 (71) 3 (12)01 (Ps1)01 (Pos2)|0) 


= 可 ee | 上 25 人) 


以 下 是 T42) 中 的 一 


, | [OR 
1 = (Op sb(pS. sh)ew (ry (ri) A (zi)ew (ra) yw (rz) Ay(z2) 0 51)01 (EG, 52)|0), 
L -一 J ] 上 


-< 


< 


此 式 可 简写 为 


Tl TI2 


FPC YN 
(0|D1D2 ewWa7oaWp41 a 4 pid|0). 
CH | | 


上 面 图 示 可 以 简化 如 下 : 


Zl 了 2 


即 (图 5.2.1) 


图 5.2.1 
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由 第 4 章 中 关于 缩 并 的 公式 写 出 该 项 


: 1 m m1 3 
7 = -0 /io (Ph, egy/ are (Bs s) /rane (Pa, Sh) 
1 (DN) ua lp’, 51)) ap (2r)awy 6 人 (Di 1) (2m)sww， a (7 2 2 ) 
xup' * (p2, 52) x 人 ji 大 (21 一 22) er P2 2e PIG P22 (5.2.1) 


(考虑 到 下 面 关 于 正 负 号 的 规则 , 前 面 取 负 号 ). 

关于 费 恩 曼 图 正 负 号 的 确定 

由 于 ww 和 是 费 米 型 场 量 , 因此 根据 费 恩 曼 图 写 出 散射 振幅 的 时 候 要 注意 符 
号 . 以 下 几 个 因素 对 正 负 号 有 影响 . 

(1) 入 射 态 和 出 射 态 中 费 米 场 产生 和 削 灭 算 子 的 排列 次 序 

(2) 内 线 传播 子 SF(z1 一 x2) 是 定义 为 收缩 Pz) J(z2), 如 果 取 收缩 ww( za) 
应 该 差 一 个 符号 ; 

(3) 各 对 费 米 场 要 成 对 地 移 到 一 起 收缩 时 才能 给 出 十 Sr(z; - zj), 这 个 过 程 中 
费 米 场 的 交换 可 能 带 来 符号 的 改变 . 我 们 可 以 证 明 , 首尾 封闭 的 费 米 圈 有 一 个 总 的 
(一 1) 因子 . 其 余 情 形 要 具体 分 析 . 

比如 TL” 表达 式 对 应 的 图 5.2.1 是 对 以 下 散射 矩阵 


i)2 a a ， 
s®- | dims f dsw2(OIT {ol st) old, s) I (m1) I(r) (Fi, s1)01 (5. s2)} 0 
(5.2.2) 
之 由 上 四 关于 正 负 续 的 二， 此 图 的 页 为 


(2) 人 人 而 
51 = (27) je ta(p’, 51) 可 证 -ua(Bi， 51) No (DO AN 
XTa&rBruB' (22，S2)X [27 a fe Tid roiD pj (721— ZT2)e ei(pi-pi)zaei(p2 一 pa ra 
p2 
代入 
dk eik(z1— 72)(—ig,,) 
i 
得 到 
S00 3 m Wt 
(27) rj (27) es Qn), V Qn), up1, S1))  u(Pi. si 
)91 
x 元 (22，s9)77 u(p2, 52) [Bs ra = 
x(2r)484(pl 一 由 十 大 )(2r)484(po 一 p2 一 大) x (2!). (5.2.3) 


最 后 乘 一 个 因子 (2!) 是 因为 在 对 zk 和 zs 交换 时 , 给 出 同样 值 的 一 项 . 对 于 一 张 空 
白 图 (图 5.2.2 即 设 有 标记 zi,za 的 图 ), 可 以 用 2! 种 方式 标志 两 个 项 角 的 顶点 从 
标 , 它 正好 消去 最 前 面 分 母 的 (2!) 因子. 
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出 sf D5 入 
eg 
hk 
vy 
出 马刀 pps 入 
图 5.2.2 


例 2 在 两 个 电子 入 射 两 个 电子 出 射 的 S23) 中 , 与 TI2) 表达 式 不 同 , 还 有 一 
项 非 0 贡献 : 


Bt | 


T= (0|b(P. si)b(PY. sh)ew (zi) yy(r) A(ri)ev (za)y (za) A(z2)bt(p1, s1)bt(p2, s2)|0) 
一 一 一 一 | -一 一 一 一 


它 不 能 用 交换 Zl 与 Z2 商 央 ) 表达 式 得 到 , 其 费 恩 曼 图 为 图 5.2.3. 


p11 5 


Po2 32 D2 5 


图 5.2.3 


从 此 图 可 明显 看 出 它 与 看 ”表达 式 对 应 的 党 思 受 图 5.2.1 不 同 . 它 对 应 的 空白 
图 也 与 Ti2) 简写 式 不 同 , 它 在 坐标 空间 的 了 (2) 中 的 值 为 


7 = 7 六 pr vi )a (六 ;) 
(2m)3w wy Wp’ (27) ee 2 a ) ?wp (27)3 wp, 本 2, ”2 2)152 
G 


一 ipP1Z1G 一 ip272 (5.2.4) 


xYy up, 51) Xx iDrFyv (TX1 一 Z2) . CiP271 eiP1T2 


对 ZX1,X2 积分 之 后 对 S(2) 的 贡献 为 (已 由 2 局 xX2 消去 本 因子 ) 


1 (一 让 0 m 
ES = (~ie)’ / [27 Fe2 各 (2m)454(D1 + ko ps)(2n)6 (po 一 大 D1) ee 
m m m, 
(27)3wp, VY (27) wp VY (27)° wy, 
xa(p’ ea )y" (ps2) (ps )Yy" uD1s1). (5.2.5) 


由 以 上 例子 说 明 对 电子 与 电子 碰撞 的 二 级 微 扰 S03) 可 以 用 以 下 法 则 找 出 费 罗 受 图 
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(1) 画 出 四 个 外 部 线头 : 


(2) 加 上 中 间 两 顶 角 


Sr 人 


(3) 然后 尽 可 空 圈 配对 , 连接 之 后 就 形成 费 恩 


是 不 允许 的 , 因为 假设 .和 6 已 经 先 正规 化 了 . 这 样 你 会 发 现 总 共 只 有 以 上 两 种 可 能 
的 连接 关系 不 同 的 空白 ( 即 不 标记 坐标 的 费 恩 曼 图 ) 费 轧 曼 图 

A 以 上 构图 方法 和 对 应 的 费 思 曼 积分 公式 适用 于 一 般 情 况 ， 它 的 理由 是 , 如果 
将 项 角 的 每 条 项 角 线 标 上 号 , 将 顶 角 的 坐标 也 标 上 zj, 则 一 张 图 就 一 一 对 应 地 给 出 
一 个 完全 收缩 了 的 T{.…} 中 的 一 项 . 然后 再 考虑 重新 排列 {7j} 给 出 nl, 与 5" 
表 式 中 二 相 消 重 排 同一 项 角 处 相同 顶 角 线 (现在 在 量子 电动 力学 中 没有 )， 可 以 


得 到 24i 内 部 对 称 因子 , 消去 中 ， 因 名 ( 在 4 场 中 ) 的 二 二， 本 因子 , 就 最 终 得 
到 费 思 曼 规 则 . 最 后 要 除 以 对 称 因子 是 由 于 当空 白费 恩 曼 图 有 对 称 性 时 ， 空白 图 的 
对 称 操作 得 到 的 5 张 标记 图 虽然 代表 不 同 的 标记 方式 , 但 是 它们 代表 同一 种 连接 
关系 , 因而 代表 在 维 克 展 开 中 相同 的 项 . 费 恩 曼 用 此 法 又 省 事 又 不 易 出 错 ， 是 他 的 
重要 贡献 . 

例 3 费 米 圈 

有 的 时 候 费 米子 线形 成 封闭 的 圈 , 在 圈 上 费 米 子 线 的 方向 是 连贯 一 致 的 . 比如 
两 个 光子 入 射 , 一 个 光子 出 射 时 考虑 三 级 微 扰 中 S53) 中 的 一 项 : 
7 =(0la(F A Yadave dsr) arayn Ar Wor "Asa)at(hy, ADat(K NU 


上 ~ 人 ~ 二 区 区 a = i a | 


Qi 1 Ti e 一 iT3 
et (2 i i 


5.2 ”量子 电动 力学 (QED) 中 的 微 扰 论 “1 
xep (KiM)er (Ra M2)ea (KAN)ISE (TI — TZ2)80 Yup 
xiSF(x2 一 T3)p'a" Var gr"iSF(T3 一 wu) gna Toa(—1) (5.2.6) 


其 中 . (-1) 因子 是 因为 wy (z3) 要 放 到 wa(zi) 之 前 才 得 到 iSF (zs 一 2z1), 而 这 要 越 
过 5 和 Vv 或). 上 式 给 出 一 个 tr 来 , 也 就 是 (图 5.2.4) 


1 1 1 本 
pie | ;Xe (kA 
(27)32wkf VY (27)32wr, VY (2m)32wka En(K'1N)er (RaN2)ea (kiA1) 
x(—1)trfiSp (x1 — x2)y"iSF (x2 — z3) "iSF (zs — x1)7y]. (5.2.7) 


图 5.2.4 


这 个 结论 不 难 推广 到 5(" 中 的 费 米 圈 , 请 读者 自己 思考 . 
以 上 的 例子 , 可 以 推广 到 一 般 情 形 , 得 到 由 费 恩 曼 图 写 出 费 恩 曼 积分 ( 费 恩 曼 
- 的 步骤 , 导致 如 下 费 恩 曼 图 规则 . 
) 在 坐标 空间 : 
7m 级 微 扰 有 nn 个 顶 角 : 
加 顶 角 对 应 -ic?/; 
(3) 内 部 光子 线 iDpyy (zk 一 Zi 


全 内 部 费 米子 线 iSyp (zx 一 ) 入 WTR)W(T); 
() 外 部 费 米子 线 : 


i (入 射电 子 )， 
co 


富有 34 要 ip 入 射 正 电子 )， 
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名 ew (出 射电 子 )， /Cosjaw (出 射 正 电子 ) 
p 

@ 外 部 光子 线 ; 

(Re 人 (入 射 光 也， 1 Te(R er (出 射 光子 ) 


@ 费 米 线 是 中 间 不 间断 的 , 方向 一 致 的 . 沿 着 费 米子 线 但 是 逆 着 费 米子 线 的 
方向 是 一 系列 矩阵 相 乘 ; 

费 米 子 线形 成 环 路 时 要 加 上 (一 1)ti 

@ 对 项 角 的 坐标 空间 积 

@ 乘 以 1/5. 在 量子 电动 力学 中 , 当 没 有 真空 图 时 , 因子 $= 1. 

我 们 将 费 恩 曼 传 播 子 的 对 动量 积分 的 形式 代入 坐标 空间 的 费 恩 曼 传播 子 , 发 现 
费 恩 te ee e iY;P;, 其 中 p; 是 流入 > 
的 各 线 的 动量 . 对 z 的 积分 给 出 (2x)4 (op) 在 茶 些 问题 中 我 们 对 某 个 x 不 积 


分 , 这 时 就 对 该 点 留 下 这 个 指数 因子 . 这 在 6.7 节 的 推导 中 有 用 . 
在 对 坐标 (时 空 ) 积分 之 后 , 给 出 如 下 的 在 动量 空间 的 费 恩 曼 图 法 则 . 


(2) 在 动量 空间 : 
ee 
On 级 微 扰 有 nn 个 项 角 
顶 角 因子 为 " 
(一 ie)y*(27x)*84(p 一 p' 土 上 (如果 光子 线 动量 有 是 进入 / 顶 角 时 取 + 号 ) 
@ 内 部 光子 线 为 


iD ppv (k) = 二 k2 ee eR 
(内 部 费 米 子 线 为 

iS a 1 

“nip)s WC—m+tic 一 一 ~ 


注意 动量 p 的 方向 必须 与 费 米子 线 的 方向 一 致 ; 
@ 外 部 费 米子 线 如 下 
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/ 一 一 DS 二 
V ar) Ps) ts (电子 入 射 ) 
| un i eS Ds EE 
V (27) 3 i ra ( 正 电子 入 射 ) 
三 一 a 
V (27)3 ul( p.s) Se (电子 出 射 ) 
J wy 
17 二 Ds Fk 了 
\ rr PSs) 二 ( 正 电子 出 射 ) 
| -pp 


3 He_~ 和 ~ 和 ~ 和 ~ 和 ~ 页 (光子 入 射 ) 
人 
Vy EA | 
$ NA .1 (光子 出 射 ) 


; dk dip | 
名 对 内 线 的 +- 动量 积分 : /5 1 


QD 费 米 子 线 上 是 一 连 串 4 x 4 况 阵 入 来 应 该 逆 着 费 米 子 线 方向 排列 这 些 和 矩阵 
的 次 序 , 费 米子 环 路 要 另 加 (一 1)tr: 
(8) 除 以 对 称 因 子 5, 电动 力学 有 外 线 的 连接 图 5 = 1. 
写 出 费 恩 曼 图 值 ( 即 费 恩 曼 积分 ) 的 步骤 (QED) 
一 个 具体 问题 时 , 我 们 要 做 如 下 处 理 . 
) 根据 题 意 . 首先 画 出 入 射线 和 出 射线 , 然后 根据 微 扰 的 级 别 给 出 顶 角 数目 ， 
i 二 旦 图 . 
2) 在 图 上 标明 入 射线 , 出 射线 . 对 电子 或 正 电子 , 标明 入 射 和 出 2 Pp 和 目 
许 *， aa 子 标明 动量 上 和 偏振 入 , 动量 用 箭头 标明 方向 , 应 与 出 入 射 - 
(3) 在 顶 角 处 标 上 ,vA 和,p 等 . 
(4) 在 内 线 . 用 箭头 标明 所 取 的 内 线 动量 方向 . 对 电子 或 正 电子 , 必须 使 所 标的 
动量 向 与 费 米 子 线 的 方向 一 致 . 
5) 对 - 根 开放 的 费 米子 线 , 顺 次 从 费 米 子 线 箭头 开始 一 直 写 到 箭 尾 得 到 
项. J {( 见 下 图 ): 
WE i i i a 
6 m+ti 一 mi i —m+t+ie” WP 3) 
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出 射 ,3 力 Da ss Ds D5! 人 射 


这 根 线 是 电子 入 射 和 电子 出 射 , 如 果 遇 到 正 电子 情形 , ui 要 改 为 v5. 
(6) 对 费 米 子 圈 , 写 出 
i i 


EE 
Ui Wm-ie a ee 


(7) 对 每 个 出 射 或 入 射 光子 线 , 写 出 eu (及 入). 
(8) 对 每 个 光子 内 线 , 写 出 


=igpy 
人 2 十 ie- 


(9) 对 每 个 顶 角 , 写 出 
(~ie)(2x)“8°(p1 — p2 士 让 )， 


Pp1 为 进入 顶 角 的 费 米子 动量 , ps 为 出 去 的 费 米 子 动量 ,上 为 光子 动量 , 如 果 进 入 项 
角 取 正 号 , 否则 取 负 号 . 
(10) 写 出 所 有 对 内 线 动量 积分 (在 式 子 前 面 ) 


d4k dp 
/ (27)4" [a 
(11) 对 所 有 外 线 , 写 出 规 一 因子 : 
电子 和 下 电子 : 


(27)3wp 


s 1 > 
郊 于 : Te 人 入 ). 
附录 5.2A 光子 的 入 射 态 (只 考虑 横向 光子 ) 


(1) 由 于 |in) 和 (out| 必须 是 物理 态 , 由 [Lx, Lt] = [= [Li, Li,] =0. 可 
以 证 明 它们 只 能 是 


(p7|(1+ f rc 二 | FC) aL es 


和 
(1 十 /ac 大 dod 十 )|p') 


附录 5.2B 量子 电动 力学 中 费 恩 曼 图 计算 题 . 119. 


的 形式 . 其 中 |w') 和 |w;) 中 只 有 横向 光子 , 也 就 是 和 = 1,2 的 光子 产生 算 子 作用 
于 真空 态 |0; 上 形成 的 态 . 


ee 
| 


—gax 3(kE — K’)) 


d3k : = 
A, (zx), Ls] = / A ,(k, Mla(RNe i®® + at(kA)e*®, Le], 
人 Ey V (2 元 )32w 


民用， , A ge 
el le 一 着 ) 


Tr gn (+i)O,e™ I 
因此 , .6 与 Li 的 对 易 子 为 


人 (十 je c ik’z k’ 
| ey 人 ee oA 1 a ik 下 
A We kn We 


由 第 6 章 (6.4.18) 式 , 这 项 对 于 5 和 矩阵 贡献 为 0( 当 没有 反常 时 ). 


附录 5.2B 量子 电动 力学 中 费 恩 曼 图 计算 题 


(1) 
kX! 
D's' 
/ 
Di 
Vv 
15 
人 入 
] 1 d47 ly sy! 1 
(2r)3w Te ) wy i (27)32wj ) (27)4 fim+tic 


XY ul(p, s)en( k, 入 ) ph 入 )( 一 ie)(2 T) 9 “(P 一 pi —k )(— ic)(2r) 9 (pi 十 大 一 7) 
以 下 请 读者 考虑 下 列 图 的 值 . (指标 不 全 时 , 请 读者 自己 补足 ) 


“120 . 


out 


第 


~ 
草 
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out 


附录 5.2B ”量子 电动 力学 中 费 恩 曼 图 计算 题 . 121 . 


(6 ) 
out out 
(7) 
天 
解 : 
p" 
au 
dp d’ Dp : i i 1 国人 
家 ee 人 二 Cf 


ee 164( pe —p) 


关于 图 论 变 为 约 化 图 时 5 = ssi 变化 可 能 的 备忘录 (为 重 整 化 用 ) 
(1) 关于 5s 
没 约 化 图 为 原 图 中 将 某 些 子 图 收缩 为 一 点 而 成 . 则 原 图 的 顶 角 线 的 对 称 性 当然 


= 


ub 


会 保 器 


ub 


原 疼 /rr We tl UEAs 
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这 个 问题 可 以 人 为 的 将 c 标 上 与 ab 不 同 的 记号 进入 拼接 程序 , 就 像 一 般 拼图 
开始 时 将 一 切 顶 角 线 认为 不 同一 样 . 

(2) 关于 5， 

假设 约 化 图 A4，B, C 各 不 相同 , 当然 不 存在 s, 增加 的 可 能 . 即 在 原 图 中 用 
个 对 称 的 区 域 成 为 4 的 原形 , 则 这 些 原形 收缩 后 约 化 图 坐标 点 (这 些 点 原来 是 一 
些 子 图 ) 当然 保持 这 种 对 称 性 , 所 以 s, 不 减少 . 反 过 来 . 如 果 约 化 使 某 些 本 不 相 问 
的 区 域 收缩 变 成 了 相同 环境 的 点 , 即 外 线 相同 ,s,, 可 能 增加 , 这 时 只 有 不 同 的 原形 
收缩 后 变 为 相同 约 化 图 才 可 能 . 在 此 情况 下 , 可 以 人 为 地 认为 它们 是 不 同 的 约 化 图 . 
代表 .和 中 添加 的 不 同 项 即 不 同 的 添加 项 角 即 可 . 

由 于 约 化 图 的 原形 的 对 称 性 , 顶 角 线 的 对 称 性 可 以 人 为 地 保持 原样 . 而 不 同 内 
部 结构 的 原形 在 收缩 约 化 后 又 可 人 为 地 认定 为 不 同 品种 的 新 顶 角 . 所 以 从 原则 上 可 
以 由 约 化 之 后 的 图 恢复 到 它 的 原形 . 从 而 在 这 样 处 理 之 后 , s, 及 si 均 不 会 变 大 . 这 
是 因为 它 的 原形 既是 connected( 连 接 ), 又 是 proper( 正 规 ) 的 (至 少 有 两 根 线 连接 
不 同 部 分 ). 约 化 图 不 论 是 在 5 的 哪个 n 引进 的 , 都 不 会 因为 原形 出 现在 另 一 个 
?4 而 改变 一 一 对 应 关系 ( 即 一 张 包含 原形 的 图 恰恰 有 一 张 有 约 化 图 的 图 与 之 相 消 ). 

习题 ” 找 出 下 面 四 图 在 5\"”) 中 的 对 应 项 , 即 用 (0|.………|0) 的 表 式 写 出 其 在 
坐标 和 动量 空间 的 式 子 . 


Dp’ Ss" H v ps 
(电子 自 能 ) 


(电子 自 能 ) 
p 
- A . 
几 


(真空 极 化 ) 


(项 角 修 正 ) 


5.3 散射 截面 :23 ， 


5.3 散射 截面 


由 5 和 矩阵 元 可 以 求 得 散射 概率 , 并 且 与 实验 比较 . 在 本 小 节 , 我 们 介绍 相关 的 
计算 . 

对 于 正 交 归 一 的 分 立 态 | 让 , (用 , 由 个 相近 的 初 态 出 发 , 不 相干 地 到 达 m 个 
终 态 的 非 相干 概率 是 


= 》 》 1Ulerii 内 P= 概率 已 


f=1i=1 


竹 虑 到 5 一/ 全 ,8 是 |) 每 个 态 占用 的 参量 空间 的 体积 , 又 考虑 到 对 连续 态 ， 


于 0 一 出 d= /Sg 


进行 归 一 化 的 . 因此 , 连续 态 宙 与 分 立 态 |i) 的 关系 是 
) ， 工 是 连续 态 在 参量 空间 的 态 密度 . 
V8 56 

我 们 得 到 


22 (fle—iHtli) a df | Wa iHt iy| 
一 / df | dil(fle—iHt|i))?, 数 三 -> 一 是 法 | di = We 
/A /Ai 六 4 


因此 在 初 态 和 终 态 是 连续 时 几率 P 变 为 


= /a le op 
| MAF “A 
Ai 


二 中 ./ ,二 是 初 态 数目 
在 散射 问题 中 变 为 


dd 号 人 人 ?也 ww 万 le Di;)|0)|? 
a I 1 J ll ll | 


此 中 , 5 = U(+m%, 一 %) 是 散射 演化 算 符 . 
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我 们 可 以 证 明 (0|:… …|0) 总 是 以 m(2n) (2p SP7) 的 形式 出 现 . 其 


中 (27)164( (2 >) ) 是 由 积分 ve drexpi (mi 2 )z 得 到 的 . m 为 
有 限 和 矩阵 元 . 因此 ， 到 达 终 态 的 元 振幅 是 


dp=- 1 万 |ml2[( DW S70 


区 
在 附录 中 我 们 证 明 在 初 态 p, 一 天 + Apz, py 一 py Apy, pz 一 pz 十 Ap: 的 区 间 中 . 


在 V = Lx LxL; 的 体积 中 , 周期 富 氏 级 数 模式 的 数目 是 i Am Am Am， 国 
而 p= Lie ]. 男 一 方面 , [(27x)164( (Op DP) 实际 上 等 于 (27)*8+(> pp,— 


S77) VT V 为 体积 ， 7 为 散射 经 过 的 总 时 间 ， 由 此 得 到 


) yr 


ap=I] mF ary"), - > I 
-IIepm 27)1864 Z Em IT 2 TI VT 


其 中 , (过 ) 表示 入 射 粒子 的 密度 (单位 体积 粒子 数 ) 用 TTj 表示 ， 
我 们 有 


5 一 单位 时 间 , 单位 体积 中 的 跃迁 元 概率 


= 和 六 mm 8 (2 p; — > Pr) 工 cm 
f i f i 
其 中 , j; 是 入 射 粒子 的 密度 . 在 两 个 粒子 碰撞 时 , 经 常用 散射 截面 表示 散射 概率 . 当 
i 二 a,b 时 , 元 概率 为 


Jab 


元 概率 =V6wp0 hodo 
SI pel oy sm — > pr kane : (27n) 
: 


其 中 ,Jop = vapna 是 a 粒子 的 相对 于 静止 粒子 的 流 密度 . do 是 元 散射 截面 . 我 们 
得 到 do 为 


do = 工 [d 六 Iml2(02m484》 pi — > py): (2n)' 
f ” 


附录 5.3A ”振子 模式 数 等 计算 . 125 . 


附录 5.3A ”振子 模式 数 等 计算 
1) 设 傅 氏 级 数 项 振子 模式 为 


ei(Pzz 十 Py2 十 Pzz 


3 


i 万 .二 


则 周期 边界 条 件 要 求 
Dz 了 ze 三 270z， pyLy 三 277my， pzLz = 27mz, 


mismy,ms 为 三 个 整数 . px 一 pz + Apz 之 间 可 能 有 的 整数 数目 为 (Ze 足够 大 ) 
Amz Lz 
Aps 2r 


同 理 : 
Ar Ly Am; 6 


Apy ~ 2x’ Ap; 2 
在 此 范围 内 的 振动 模式 数目 为 


n= AmAnyAm;, 


即 
Lz Ly Lz V 
总 z 人 A A 一 一 一 一 人 AY ,人 A; >。 
n = ApzApyApz 5— DE Dot Dt ~ Qn) prOpPy DP: 


(2) (2x)484(5jp; 一 py) 是 由 下 述 积分 得 到 的 : 
1 f 
一 i( > 7 一 > Pf)T 
1 f . 


(2m)454(》 Pi 一 2 一 / dze 


[(27) 584( > By — 》 7 站 = | Me 人 i (2 > pf) 


1 f VT 


- a >_ 7 
i 


V' T 


8》 网 — > _ Pr7 / 
i 了 


第 6 章 重 整 化 (一 ) 量子 电动 力学 单 圈 图 的 重 整 化 


6.1 发 散 积 分 


量子 电动 力学 (QED) 是 到 目前 为 止 最 成 功 的 量子 场 论 . 它 与 实验 比较 相对 精 
度 达 到 10-". 这 在 量子 场 论 中 是 绝无仅有 的 , 在 其 他 实验 科学 中 , 可 能 也 是 罕见 的 . 
要 与 实验 符合 得 这 样 好 , 必须 引入 重 整 化 的 手续 , 因此 我 们 着 重 介绍 QED 的 重 整 
化 . 当 我 们 进一步 计算 高 阶 费 恩 曼 图 时 , 我 们 会 遇 到 一 些 圈 图 . 这 时 我 们 有 可 能 遇 
到 动量 空间 中 的 发 散 积分 . 下 面 介绍 最 典型 的 几 种 发 散 积 分 . 


6.1.1 真空 极 化 
考虑 图 6.1.1， 


0 一 大 
H 
ka b 
717 
gq 
图 6.1.1 
图 中 在 a 点 和 5 点 的 空 圈 表示 未 配对 的 项 角 线 端点 . 它 的 费 恩 曼 积 分 是 


mm= | da 1)tr[( iey!) 1 。 ] 1 , 
€ A) I 1E7 人 网 (0. 于 


如 果 a 端 和 5 端 接 外 线 , 则 费 恩 曼 图 的 值 应 再 乘 以 光子 的 外 线 因子 . 比如 , 图 
6.1.2 的 费 罗曼 积分 为 


gq 一 人 


] 人 
(有 入) 一 一 一 所 (人 入)II (AN). (6.1,2) 


1 
| 
V (27)32w. E (27)32w 


如 果 a 端 和 5 端 接 光 子 内 线 , 则 图 6.1.3 对 应 的 费 恩 曼 积 分 为 


Jr = (27)6*(k 一 人 人) 


6.1 发 散 积 分 站 


-io -igo dak dd 
.太一 2; 4 8 人 及 / lpep ly’'y C vf) C 
| | ) kh2 +ic kK2+ie (27x)! (2x)+ WW (27)4 fw (kK) 
(6.1.3) 
1 a 大" 大 1 
rr 八 广 广 往往 广 ， 


图 6.1.3 


因此 . Ty(k) 是 一 个 “部 件 ”, 只 要 费 恩 曼 图 中 遇 到 光子 线 中 间 揪 一 个 费 米 子 圈 , 就 
会 出 现 这 个 部 件 . ji 人 ~ iDF (bo( 两 者 类 似 ). 这 个 部 件 叫 真空 极 化 . 因为 它 可 
以 看 成 是 真空 在 光子 场 作用 下 形成 一 个 电子 对 (这 就 是 极 化 ), 然后 在 另 一 时 空 点 


复合 的 过 程 . 


6.1.2 ”电子 自 能 


考虑 图 6.1.4. 


人 
图 6.1.4 
入 中 在 a 点 入 点 的 空 疾 表示 未 配对 的 顶 角 线 端点 . 


它 对 应 的 费 恩 曼 积 分 是 


» /dk —iy i ， 
_ i Unv Ahi mw” (6.1.4) 
os a | BR- Xtie yp-f-mtie 


这 也 是 一 个 “部 件 ”, 叫 电子 自 能 . 因为 它 可 以 看 成 电子 与 自己 的 电磁 场 相互 作用 
的 过 程 . 在 经 典 电动 力学 中 , 电荷 周围 的 电磁 场 也 有 能 量 . 在 这 式 子 里 , 我 们 令 光 了 
的 质量 为 入 为 以 后 推 叶 之 用 . 

如果 在 a、b 端 接 外 线 , 则 得 到 费 恩 曼 图 6.1.5. 
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. 128 . 

s 7 一 大 gs 

了 p! 
大 
图 6.1.5 
它 的 费 恩 曼 积 分 是 

454 No /mt _/ Wa a 777 E 
PDP)UD ,: Ee 5 窗 一 . 亲民 
T= (27) 6 (p-p)up,s) pr J | Tea (6.1.5) 


如 果 在 a、b 端 接 电子 内 线 , 则 图 6.1.6 对 应 费 恩 曼 积分 为 


p—k 


k 
图 6.1.6 


.14 7 4 id4; 4 
id p’/(27) 一 这 ( 力 ] id P/(2T) (2r)464(7 一 D) 


Ww a 
dp i 
i a (6.1.6) 
a 
-| (27)4 GW 


其 中 , G(y) ~ iSp( 办 (两 者 类 似 ). 


6.1.3” 顶 角 修 正 
考虑 费 恩 曼 图 6.1.7, 其 中 a、b、c 点 的 小 圆圈 表示 未 配对 的 顶 角 线 的 端点 (三 


个 项 角 用 三 个 实心 圆 黑 点 表示 ). 
它 对 应 的 费 恩 曼 积分 是 
2 / dak -i i I 
人 1 一 ie) Tr 六 = 和 
(一 ie) (2r)4 1 一 和 2 十 ie 7 jd'—K—m+ti ) WK 一 m+i 
2 / dak Wp +t (Wt mY" G.17) 
/ (27)4 (kK2 — A2+ie)((p ok)2 om +io)((p ok) om +ic) ee 


“129 ， 
人 


6.1.7 


这 是 第 三 个 “部 件 ”,， 叫 顶 角 修正 , 因为 它 的 作用 类 似 于 顶 角 中 的 >/ 
44、b、c 都 接 内 线 , 给 出 图 6.1.8. 


比如 , 将 


. 


A 


图 6.1.8 
对 应 的 费 恩 曼 积分 为 
一 (_iejs dp 1 和 i dpo i i d471 8 
(27)* #’—mtic pm—mtic (2n) fm+tie (2n)’ 
1 dip —igyy cd 一 go di 
$B—m+tic(2 


2T)4 1 一 X2 十 ie (2n)4 jp 一 入 十 ie (2n)4 
x(27)4 64(p hop) (Qa) (k++ pa —p) (2x) 0 (pi — hi — 12) 


(0 


.1.8) 
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将 pl 和 ps 积 掉 , 得 到 pi =p 一 ,po =1 一 ,去 掉 两 个 51, 给 出 


14p’ i i i ' 
EE jy n. i 
she (2 —mtiel yk-mtie 四 一 类 一 下 二 ie 
d4k dip . dAk 


ap Gr Gn) 


| WH—m+tie kr—A2++i 


.~、/ dip dp’ d4ki. J Re | | 
| nn on srt ) A (p,p') i Se(W) i De,,, (ha) 


x(2r) 6 (p— ki—p'). 


(27x)! 64(p— ki op") 


(6.1.9) 
对 比 图 6.1.9( 三 条 顶 角 线 均 接 内 线 ) 的 费 恩 曼 积 分 


图 6.1.9 


4 7 4 417, 
ee Co/ oo er pn Se Yi SF(W) i De (Ki) (map 一 和 一 站 
(0.1.10) 

发 现 As(p,z) ~ xy (两 者 类 似 ) 如 果 将 Ax 的 三 条 顶 角 线 接 外 线 , 情况 也 一 样 

以 上 三 个 部 件 是 在 高 阶 费 恩 曼 图 中 经 常 遇 到 的 ， 然 而 . 图 6.1.1、 图 6.1.4 和 
图 6.1.7 的 积分 都 是 发 散 的 ! 考虑 对 积分 变量 的 宕 次 ; 

IIY(k): 分 母 是 g 的 2 次 ,积分 是 4 次 一 2 次 发 散 : 

一 这 ( 力 : 分 母 是 大 的 3 次 , 积分 是 4 次 一 1 次 发 散 ; 

A4(P2O0): 分 母 是 大 的 4 次 , 积分 是 4 次 一 0 次 发 散 (对 数 发 散 )， 


6.2 ” 表 观 发 散 度 的 计算 (QED) .131 . 


6.2 ” 表 观 发 散 度 的 计算 (QED) 


对 一 张 费 恩 曼 图 , 可 以 计算 它 的 表 观 发 散 度 D. 它 的 定义 是 费 恩 曼 被 积 函 数 7 
的 动量 早 次 加 积分 变 元 的 寡 次 : 


D= deg,T+i+4 x dimk (6.2.1) 


1 x dimk 是 积分 变 元 的 过 次 , dimk 是 独立 积分 的 4 矢量 上 的 数目 . 
考虑 以 下 因素 : 
1) 每 个 项 角 提供 (2x)181(》 p), D, = 一 4( 应 除去 总 的 能 动量 守恒 的 54 函数 )， 
d 是 微分 符号 ; 
(2) 每 条 费 米子 内 线 提供 人 ZL(2z) pj 一 3: 


Wp—mo— ie 
(3) 每 条 光子 内 线 提供 SC -Da 2 


(4) 每 个 顶 角 有 两 条 费 米子 续 和 一 条 光子 线 与 之 相连 : 
(5) 每 条 内 线 连接 两 个 顶 角 . 每 条 外 线 连接 一 个 顶 角 . 所 以 可 以 将 内 线 看 成 两 
段 半 条 线 . 令 顶 角 数 为 n. 我 们 有 以 下 数据 ， 
所 = 内 费 米 子 线 数 ， B; = 内 光子 线 数 ， 
所 = 二 外 费 米子 线 数 ， B。 = 外 光子 线 数 ， 
2F+=2n, 2B:+ Be=7. 


从 而 表 观 发 散 度 为 


D=(—4)(n — 1)+3F+ 2 


] l 3 2 
=(—4)(n m1)+3[(f+=FK|)+2|B+=Be | mF — asBe 
2 2 2 2 ee 
(6.2.2) 


3 
一 ( 一 4) 妈 十 4 十 3 十 妈 一 of = 
ey, 

及 


其 中 , (-4)(n 一 1) 是 因为 对 于 一 张 连接 图 , 一 定 有 (n 一 1) 个 8 函数 在 让 分 中 可 以 
消去 . 它们 人 使 维 数 降低 4x (no—1). 

我 们 发 现 , 对 量子 电动 力学 , 一 张 连接 图 的 表 观 发 散 度 是 与 顶 角 数 无 关 的 ， 只 
局 外 线 的 数目 有 关 . 

在 QED 中 表 观 发 散 度 D z0 的 图 如 表 6.2.1. 
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表 6.2.1 
Be F. D 
0 0 4 真空 图 ( 泡 泡 图 ) 
L 0 3 由 Furry 定理 不 用 算 
2 0 2 真空 极 化 图 
3 0 1 由 Furry 定理 不 用 算 
4 0 0 可 能 收敛 或 降 阶 
0 2 1 电子 自 能 图 
1 > 0 顶 角 修正 图 


请 注意 , D 称 为 “ 表 观 ”发 散 度 , 它 不 一 定 表示 积分 的 实际 收敛 情况 . 特别 是 
D < 0, 不 一 定 积分 收敛. 

我 们 还 可 以 这 样 考 虑 : 每 个 项 角 具 有 一 个 5: 函数 和 几 条 线 , 每 条 线 有 它 自 己 
固定 的 需 次 , 对 于 内 线 , 一 个 项 角 只 分 享 半 条 , 外线 的 寡 次 因为 不 积分 , 所 以 为 0. 
因此 , 对 一 个 顶 角 而 言 , 它 的 贡献 为 


1 1 

D,=(—4)+ 52 0 > 2 (6.2.3) 
J S 

1 \ 

=d, — 3 2 Dn. (6.2.3) 


其 中 , d 是 某 种 项 角 固有 的 ; D,， 是 与 该 项 角 相连 的 线 的 备 次 . 分 析 来 源 , > Di， 这 
个 是 其 实 取决 于 在 顶 角 中 形成 该 线 的 场 量 的 种 类 和 场 量 对 时 空 的 偏 微 商 次 数 : 每 
个 费 米 场 为 了 + 微 商 次 数 , 玻 色 场 为 ?+ 微 商 次 数 

将 所 有 项 角 加 起 来 , 去 掉 一 个 总 的 64(》 p) 的 贡献 , 得 到 


D= > _(D,)+4 
1 Re 
nedn = 7 Po } 十 4 一 2 rd = 5 D,. 十 于 (6.2.5) 


等 式 右 边 +4 是 因为 对 一 张 连接 图 , 一 定 有 一 个 总 的 84 函数 在 积分 中 不 能 被 积 掉 . 
只 要 所 有 d,, < 0, 则 D 20 的 图 的 外 线 组 合 品 种 是 有 限 的 . 
对 QED 而 言 , 只 有 一 种 项 角 , 它 的 固有 索 次 是 


3 
dy =—4+5 x2+ 
费 米线 。 光子 线 


由 


| 
~ 
So 
3 
并 
| 
[se 
| 
~ 
~ 
| 
| 
| 
天 
i 
p= 
S 
二 
ew 
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得 到 QED 的 连接 图 的 表现 发 散 度 
pe (6.2.8) 


当 一 种 场 论 具 有 比 0 大 的 d, 的 顶 角 时 , 随 着 项 角 数 加 多 , D 就 无 限制 地 加 大 ， 
而 不 管 外 线 是 几 . 将 来 可 以 看 到 , 这 种 场 论 是 不 可 重 整 化 的 . 

从 以 上 推导 可 以 知道 , 当 顶 角 tenn 固有 宕 次 增加 3 ( 玻 色 线 动 
WO 玻 色 传播 子 动量 委 次 )= ), 而 有 一 es 国有 完 次 增 


加 = 5( 费 米线 动量 分 量 数目 - ee >(4—1) = 3 以 上 是 在 组 成 
硕 角 的 场 量 没有 对 时 空 的 偏 微 商 的 时 候 , 回顾 传播 子 的 公式 (4.2.39), 令 


14k 
p(T)P(y) = jiAF(z 一 切 三 ie( 风 ee 人 
其 中 ,ie = 在 场 量 2(z) 对 z 求 偏 微 商 时 , 有 (4.2.40) 式 ， 


0 2 
a p(T)P(Y)=TO0,P(7), p(y)) 一 NOop(z), p(y)) 
cdl 


14k 
=- / A ik )e yikes 


这 相当 于 在 IAF(A) 上 再 滋 以 (ihy) 因子. 类似 地 , 场 量 oly) 对 5 的 偏 短 丙 导致 
5 和 Ar(r 一 功 相当 于 在 iAr(h) 上 再 乘 以 (Hiky) 因子 , 对 其 余 场 ( 费 米 场 ) 情况 
类似 因而 当 组 成 项 角 的 场 量 中 出 现 偏 微 商 时 , 项 角 因 子 应 增加 偏 微 商 数目 


d,, = (—4) 和 x 玻 色 场 数 二 总 = x 费 米 场 数 + 偏 微 商 数目 . (6.2.9) 


6.3 ”Furry 定理 


我 们 在 这 小 节 介 绍 Furry 定理 . 

Furry 定理 ” 费 恩 曼 图 包含 奇数 光子 线 连 着 的 电子 疾 ( 即 电子 圈 上 有 奇数 个 
质 角 ) 时 . 对 5 矩阵 无 页 献 . 因为 此 图 的 费 恩 曼 积分 与 把 这 个 电 子 圈 反 向 而 得 到 的 
图 的 费 恩 曼 积分 相抵 消 . 

证 明 ”不 失 一 般 性 , 考虑 图 6.3.1 的 费 轧 曼 积分 ， 
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(b) 


图 6.3.1 


1 1 i S 
EE (一 It 杂 | 一 一 一 0 nl Ye 
(a / Pe Wa — m+ ie 大 一 对 十 ie po—mtie 
“mn Fe d pl …dp5 
1 一 7 


= /Di + my (pa tm oy (pt my pt my (+ mm) | 
id 
x 一 一 一 一 一 | : 
lI (z 一 m2 十 | 


w=/(- Dtrly® (Hi + my (ps +t my (ps + my (py + my (He 十 1m)| 


id p; 
x . 
ll (2 | 


(6.3.1) 


(6.3.2) 


tr A=trA', tr(AB)=tr (BA) 


以 及 


所 以 有 
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(Bb)= fo» tr |(#s 二 1m) (YS) (+ m)'(y*)] x [I (下 d 7 


DY 一 7710” 十 16 
了 


三 [Deb )77 (ps + ) (Ym) (ye ) | 


i 4 
x dD; 
pg 1712 je 1 


| 


Ci 
)tr[( -ps +m) (ys )( 一 办 十 7m)( 一 7 ) (一 办 十 71) 


i 
(yy (=1)y2y0) oO | dm 
A Ye) a) 
J : 
id” pi 
2 站 一 yt5 (—~Y* 
= (vuln 二 1n)( (一 太 于 了 用 = 庆 兴 lI (BF — 12 | 


] 
(6.3.3) 
变量 替换 为 p; 一 -p; 时 , dipj 不 变 , 到 不 变 . 我 们 得 到 


(区 和 碎 /2 )tr[(W, + my) (= ) x 了 (到 -上 i 一 Ty 
用 
(6.3.4) 
Wr. 
(0)=-(a) =— (a)+(b)=0. (6.3.5) 
现在 考虑 更 复杂 的 图 . 比如 图 6.3.2. 


图 6.3.2 


由 于 费 米 子 在 G 中 一 定 以 圈 的 形式 出 现 , 而 光子 线 则 是 附 在 费 米子 峰 上 ， 每 个 
顺 角 只 附 一 根 光子 线 , 设 G 中 及 任国 每 个 继 米 子 圈 / 上 有 nj 个 项 
作 也 即 nj 根 光子 线 , 令 内 光子 线 数 为 Bi, 外 光子 线 数 为 Be， 则 有 

nj = 2B; + Be. (6.3.0) 


| 
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既然 B。 为 奇数 , 则 在 nj; 中 一 定 也 有 奇数 , 所 以 总 的 贡献 由 上 面 的 证 明 也 是 为 0. 
国 


6.4 关于 费 米 子 圈 的 规范 不 变性 


考虑 一 个 四 根 光子 外 线 的 费 米子 圈 , 顶点 Ji 、Ha、Hs、1a 处 由 光子 线 注入 的 外 
动量 分 别 为 kl1、 k2、 ka、 ka, 如 图 6.4.1 所 示 . 


它 相应 的 费 恩 曼 积分 是 
124 (ki, ko, ka, ka) 


dp 1 i i 


一 一 一 (一 Jo 一 一 一 一 各 Re 
1 pe pK mii rn ey 
1 Ma $4 , i . 
ey ey 上 (Ra 十 kz 十 ks 十 ka). 
(6.4.1) 

考虑 

hi Ta 

/ I io) i 

/ (27)4 i m+ie)—(#—K m+i ER 一 


X72 x } x 6 (KI 十 Ka 十 3 十 Na) 


~ dip i 
一 | Ne | tr pe Hs > .04 2 
| i ey Xr} hy + a 
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~ / dip i ， 
志 / (—1)tr{ Tpa x } 6 (b+ ko ks+ka), (6.4.2) 


(27)4 jp—m+tie’ 
ol 
hip J SE 2 iAi iBi. (6.4.3) 


不 难看 出 4( 和 B) 正比 于 图 6.4.1 中 将 费 米线 /ja 段 (ua 段 ) 缩 成 一 点 , 将 
输入 动量 如 合并 到 ha(k2), 顶 角 用 ja(142) 一 起 得 到 的 费 恩 曼 图 的 费 恩 曼 积 分 如 图 


6.4.2 和 图 6.4.3 所 示 . 


p 一 局 


图 6.4.2 图 6.4.3 
图 6.4.2 的 费 恩 曼 积分 为 
4 ] 1 
和 dp pi 1 本 1 ha 
J20 人 0 "(mi pmti 
1 /141 一 
当 全 } = 将 1 
CH, CO— Ks mm +tie 
ph (6.4.4) 


图 6.4.3 的 费 恩 曼 积分 为 


“~ dip 1 1 
1H2H3H41 人 天 一 ] )tr yh2 
3 (Kikokska) / ony jr 关 辣 1 gk Kmti 
| 一 了/ 和 十 2 十 大 3 十 ka) = 已 1， 
四 一 抽 一 入 一 和 一 可 十 i 
(6.4.5) 


x 了 /名 


我 们 现在 考虑 如 何 确定 与 (6.4.3) 式 相应 的 这 两 个 三 项 角 的 费 米 子 圈 的 正 抽 汪 ， 
对 于 图 6.4.2. 与 求 和 的 顶点 i 合并 的 合并 顶点 是 pu, 顶点 yn 和 各 是 沿 着 费 米 二 


. 138 . 第 6 章 ” 重 整 化 (一 ) 量子 电动 力学 单 圈 图 的 重 整 化 


圈 的 正方 向 走 , 走 到 yw 的 , 取 正 号 . 而 对 图 6.4.3, 与 求 和 的 顶点 ji 合并 的 合并 顶 
点 为 Jw2, /1 和 hi 是 逆 着 缩 掉 的 费 米子 线 合并 过 来 的 , 取 负 号 . 

我 们 考虑 所 有 以 jpzp3p4 为 顶点 的 费 米子 圈 , 这 样 的 费 恩 曼 图 一 共有 6 个 
(图 6.4.1 只 是 其 中 的 一 个 ). 


J kako), = 1 ,6 (6.4.0) 


同 理 , 我 们 得 到 
ka; * 3 4 (kkokaka) = 14; — iB,. (6.4.7) 


这 些 A; 和 B; 是 由 项 点 为 HL2H3H4， 输入 kokaka, 再 在 某 个 顶点 合并 上 全 之 后 得 到 
的 费 恩 曼 图 的 费 恩 曼 积分 . 也 就 是 说 对 于 三 顶 角 图 , 各 顶 角 输入 动量 一 共有 三 种 组 
合 : {ki 十 k2, ka, a}, {RR2, Kei 十 ks, ka}, {kz, kk3, 有 i 十 ka}, 其 相应 顶 角 指标 都 是 p12. 143 

即 ?7 矩阵 为 7 台 , ?67 而 对 于 每 一 个 这 样 的 三 顶点 费 米 子 圈 ， 合并 项 点 部 有 可 
能 从 “ 正 向 ”和 “逆向 ”合并 各 一 次 , 这 两 项 的 费 恩 曼 积 分 正 负 号 相反 ., 而 绝对 值 相 
同 . 因此 , 它们 在 对 ; 求 和 中 正好 抵消 , 得 到 


ki 》 a (ki kokaka) 一 0. (6.4.8) 
a 
以 上 纤 ee 


结果 是 QED 的 规范 不 变性 的 一 个 推论 . 我 们 可 以 作 如 下 考虑 : [Weinbers 
> en Theory of Fields》 一 书 上 有 更 深入 的 分 析 ] 


对 于 
f ea (DITA (ZI) H(z) } Wi) 
(6.4.9) 
~ / dri (Va To YA (rz VY vA (rT) } Vt) = M, 
当 h(x) 一 h(x) 十 ,和 时 有 (和 之 1, 入 为 c 数 ,不 是 算 符 ) 
4 一 故 J O 7 

M— M+ /da4zi (a T{wYy! Vr NT! )VT vA (rT) } I) 

(0.4.10) 


、 4 —mf,i 1 0 
+ fn (oF TA Ne) + 


其 中 , (wa| 和 | 灶 ) 表示 初 态 与 末 态 . 


加 这 里 的 推导 只 是 形式 上 的 ， 因 为 相关 的 积分 可 能 发 散 . 但 是 , 当 取 适当 的 正常 化 时 , 这 些 排 导 也 成 立 
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不 失 一 般 性 . 我 们 只 


7 和 的 项 , 而 且 只 考虑 到 A,(x2), 得 到 


加 已 
T{wy -A(ri)w yw A, (rz2)} 


co 


9 1 Wa ey i 0 
= (0 29) A TWA (ae) + 0 — oP) WA (eo) PBA) 
1 
(6.4.11) 
在 积分 号 下 . 此 式 变 为 


T{Ey Ae) 可 “a A,(z2)} 
二 一 全 一 人 yr (rw) wdves)) ) A(Z1) 
加 
ss (Br ee 一 了 WTA re) A(Ti)wYy VA (Z2) 
OX 


Dr (0(79 省 ) Wy Y Wh A, (Z2 wy Ww (rl ) )A(Z1 ) 
| 


| (6.4.12) 
ee ( Sn 0(7x9 3 )) Wy! WwW (ZI] )A(ZI1 )VT2Wp A, (zx2) 
认 


2) | 
( OZ 型 ) wy” ww A, (x2 JW 由 (Z1 ) 和 A(Z1 ) 
UT] 


日 
一 0 了 5 一 区 2) (过 (Wy (LI 让 A(Z1)U7y WA (Lr2) 
7 


OO 
一 OZ 三 |) (hi “4， (Z2 ) (去 ( wy! th (1 ) 入 (2 ). 
el 


由 于 0 1) = oz oY); 2 —— (Vy) = J 十 DPY 二 0, 因此 (6.4.12) 式 
Or 


rt 


后 两 项 为 0, (6.4.12) 式 的 前 两 项 变 为 
B00 一 码 JAD) Op4v(zaj 


(6.4.13) 
= 一 (2 — ro) Oo) TO (za)]A(zi)4v(z2). 


由 
(Wal zz, $b) 人 他 1)] + 一 os (7 YW Ong [Wal( £,t), wal y ,1)] 二 0, (6.4.14) 


Ppt 2, 0) p(T = 0 以 KR [AB, C| = 41B,C = [A,CIB 
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得 
[WY WR), pF2,t)] = py Bt), VIR2, ty = VP) (FI — TB2). 
(6.4.15) 
[WY P(E), bE2,t)] = -wT2,t), piy(z1,t) 
(6.4.16) 
=—[V(T2,t), VHT YF) = -0 (R11 — To (R11,t). 
所 以 有 
[Wy (Bt), WY (R22,t)] = 0. (6.4.17) 


从 而 (6.4.12) 式 为 0, 因此 MM 下 又 由 于 X(z) 是 局 域 的 、 任 意 的 . 
所 以 从 (6.4.12) 式 为 0, 我 们 可 以 断定 BT (zl1)w%72"w4v(zz)} = 0. 
因而 有 


fam "(Be i T{W7p(zl)… Ti) = 0. 
在 部 分 积分 之 后 得 到 


4 一 0 一 il z 1 
0= fan (一 orp {yp (mi) ot) 
< 


(6.4.18) 
= /aa ikip (Vae eT{yy (rz1): } yt). 
而 另 一 方面 , 我 们 可 以 证 明 
f em (vie TD) WH) ~ (64.19) 
] 
证 明 ”比如 
(0la” (Ri ) …: /aa “Tw Yr Ac Vi) 
= sd oy 8 .e 一 iazT {py (zr ) i } vi) Wy, 
VE ， Tl yy (6.4.20) 


je 
«A (27) rr VE 
所 以 有 


bw es =0. (6.4.21) 
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此 式 对 和 ap 取 偏 微 商 得 
2…， 0 1 
2 J9 十 hi Bk 2 开 二 中 (6.4.22) 
当 
i 
Bk (ki :*: )|k=0 (6.4.23) 
非 奇 异 时 , 有 
三 (6.4.24) 


6.5” 费 恩 曼 积分 的 洛 伦 兹 变换 性 质 


一 张 费 恩 曼 图 对 应 一 个 费 恩 曼 积分 , 我 们 研究 它 在 洛 伦 兹 变换 下 的 变换 性 质 . 


我 们 有 
Or* 0 
a 1 1 w 二 二 
bi Jy， 所 一 rp Br 一 \(a ) Hs 
S(ayy Si(a) = a y= 5-1yS= (a 1) yt, 
Spyy*9 = (a rps = py = Wp, 一 DA(a 一 I AL， 
伶 . 站 
1 1 pe 
A A (WH) 


1 —m+ie’ 成 一 m+ti 
1 _ 
S51yS...S-1y*S 


9 1F5 = 5 ly 1 
功 一 7 十 ie 


1 1 
= (0 1+) (& = YY7 “tot o 


ff mtic ”ps — m+ i 
= (a Jpp(o ) re a Bey 


Yo ‘po = Yo = y 也 符合 5 1yS = A 的 要 求 ， 
其 中 , pb = pp, 太 三 一 Dj 
对 比 六 局 0, 在 洛 伦 效 变换 下 变 为 : (op(o 六 (ov 
我 们 发 现 Fr””…*^(#,… ) 是 一 个 旋 量 张 量 . 
对 费 米 财 考 虑 


pT .,. 


[考虑 对 | 应 反射 的 洛 伦 兹 变换 5 = 0, 由 于 入 VN —Y, ?0 7 7970 a 
; 
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FueA (ki ,p) 


tr i ~ 1 ed ee ~ 入 
WW—m+t+tie 动 一 外 一 7 十 ic | 


i 1 

=tr{S57! SS 1yS5 一 一 一 一 一 9 .917>9 

( 由 一 m+tie 和 及 一 多 CO—m+ie (6.5.3) 
1 1 
=tr(——— (a i),y? A 
ep )*p7) > (Q )%o7Y®) 
一 a-! 人 a-! 人 | 1 i 7 
0 大 二 两 下 证) 下 Ki 一 和 十 ic | 


(人 (CT 

所 以 它 是 张 量 . 

由 以 上 推导 , 我 们 知道 所 有 D 2 0 的 QED 中 的 发 散 图 都 是 洛 伦 效 张 量 或 旋 
量 张 量 . 特别 是 , 真空 极 化 图 的 费 恩 曼 积 分 是 张 量 , 又 满足 hI*(k) = 0. (类 似 
(6.4.8) 式 ) 因此 只 能 是 

II (E) = (ktk’ 一 gp 大 2 (大 2) (6.5.1 

的 形式 . 

电子 自 能 图 有 5-!5(p)S = 2(2), 满足 这 个 关系 的 4 x 4 矩阵 只 能 是 刀 的 函 
数 . 顶 角 修正 满足 S-1A4(pi,pz)5 i 1)x,A^(pi,p2), 当 取 pi = pz = 0 时 , 有 
5S-1AA(00)5 = (a-1)*sA^(00). 满足 此 关系 的 4 x 4 矩阵 Ax(00) 正比 于 ?1 


附录 6.5A ”》_(p) 的 形式 


我 们 考虑 电子 自 能 》 (p) 在 洛 伦 兹 变换 下 的 性 质 . 》 (p) 是 由 (6.5.1) 式 中 的 
0 FA 十 由 ,下 上 加) 由 指标 进行 收缩 , 并 且 对 4- 矢 量 和 进 
行 四 维 积分 电 之 后 得 到 的 ， 


27)4 
1 大 


= Lv:pA(D,ki) wa Ps I 
>_(D) = / rr go gos f({Ki}) ll Qn) 
在 洛 伦 效 变换 下 , 由 (6.5.2) 式 可 以 得 到 


一 -+ 411 DA(D dk 
泡 1 一 / F' PAP kh, i) gi . gosf {Rid) tony 
基本 让 )*. 在 电子 自转 的 构成 中 , 电子 线 以 外 的 部 分 有 
| 1 汪 l A Ai 
f({kiD) = f({hi)), he (十 R22 一 12 十 ie (局 十 的 )2 一 ?2 十 ie 有 3 ) 
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A 


和 二 3 , 
SS reid gm 9 (MD) GE = Do) 
其 中 . 4 -矢量 D,, — px(a 
我 们 可 以 将 》_(p) 写成 


》 p=If (p+ YA TO TD) 二 》 yy,,(p) 


久之 己 LL<v<p 
Hy) Lip=L,,G F¥=i, (6.5A.1) 


由 于 在 5 变换 下 ?2( J 的 变换 性 质 (6.5.2) 式 , 这 些 系 数 f 函数 在 洛 伦 兹 变换 
下 是 一 些 洛 伦 效 张 量 . 令 py = -ipo(pa 纯 虚 ), 则 当 pjpzpap4 做 4 维 欧 空 微 转动 
s0(4)) 时 ( 绕 第 4 轴 的 转动 角度 是 纯 虚数 ) f 是 四 维 欧 空 的 张 量 . 由 于 f 是 p 的 
解析 函数 我 们 可 以 在 实 四 维 空间 来 考虑 这 些 张 量 的 变换 性 质 . 这 里 5 涉及 的 
变换 包括 普通 洛 伦 效 变换 及 反 演 : 50 = 六 它 使 训 和 2 和 3 一 一 加 一 7%2 一 3 而 使 
不 要 
我 们 要 确定 系数 f 应 该 是 什么 样 的 函数 . 先 考 虑 / = 1,2,3 子 空间 下 的 洛 
伦 效 变换 即 转动 . 由 于 在 欧 空 , 各 向 的 关系 是 对 称 的 ， 以 下 结果 容易 推广 到 / = 
1.2,4,1 二 2,3,4,1 二 1,3,4 子 空间 , 而 得 到 相关 结果 
我 们 可 以 写 出 D>_(p): 


》 (pp) =ITp) ty f(D) + DY fo(p) + yyy foslp), (6.5A.2) 
WA 
其 中 ， 
jp) = "(p+ fp), flp)= Hp) + yp), fy(p)= (Pp) + falp), 


万 23(D) = fa(p) 村 oa (p). (6.5A.3) 


我 们 有 Yi/ ~ og,1,7= 1,2,3,i < 
容易 证 明 z27 之 间 的 对 易 关 系 正 是 角 动 量 ,1, ,J 的 对 易 关系 ， 因此 , 在 a 为 
123 空间 转动 R 时 , S17Y'Yi5S(a) = YY 是 {YY} 的 线性 组 合 . 另外 ， 7 1 273 与 
557 对 易 , 因此 在 转动 R 之 下 , y1y2y3 = ?71372373. 由 749] = 0 | 给 出 六 各 
F 不 变 . 换 句 话说 它们 在 转动 下 各 自 形 成 1=0 或 1= 1 的 表示 . 
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考虑 到 (6.5A.1) 式 和 (6.5A.2) 式 的 分 解 式 是 唯一 的 (这 可 以 由 + 矩阵 乘积 
的 求 迹 特性 证 明 )， 因 此 我 们 断定 在 123 空间 转动 R 下 , 彤 (p) ) 是 { 入 (p)} 的 线 
性 组 合 ， B34(p") ) 是 {f34(p )} 的 线性 组 合 ， fiz3(p') = fizalp )， ffz34(p') = = ff234a(p). 
f°(p) = 了 0(p), fi(p') = 及 (站 它们 的 转动 特性 构成 三 维 7 空间 转动 的 1 = 0.1 
的 表示 .这 些 函 数 都 是 北 的 函数 (p 的 第 4 分 量 ps 不 变 ) 乘 以 一 个 {p'} 的 多 
项 式 , 在 任何 球面 可 = "+ 上 ， On Yi"(9,wp) 分 解 . 由 
{7 {YYWi<j}… 的 转动 特性 , 我 们 可 以 给 出 由 ,所 …- 的 转动 特性 , 从 而 给 出 如 
下 结果 , 在 | 下 = 任何 值 时 , 都 有 


训 (p) 和 入 (p) cc p;, (6.5A.14) 
24(p) 和 fs (p) x EK py, (6.5A.5) 
HD a 
e123 -ec231 _ e312 1] 


其 余 为 0. 
a fi23(p), f4(p); ff234(p) 1 (6.5A.0) 


它们 的 比例 系数 是 三 维 转动 不 变量 , 因此 是 ps 和 品 = 万 2 的 解析 函数 . 由 于 》 (p) 
的 表达 式 在 p* = 0 处 对 各 个 i 通常 都 是 解析 的 , 不 是 分 支点 , 因此 这 些 系数 在 p' 一 
一 p' 时 不 变 . 又 由 于 在 反 演 z 一 一 x,y 一 一 y,z 一 一 z 下 pi 一 一 pi,yiy9 = 这 
就 , 要 求 万 和 启 4 不 变 , 因而 由 (6.5A.5) 式 他 们 为 0. 在 反 演 下 ， /ia = — /is 
与 (6.5A.6) 式 矛 盾 , 因而 训 s = 0. 最 后 由 于 在 反 演 下 yy2y3y4 = 一 71927331， 
所 以 此 = 0. 因此 我 们 得 到 


Dp) = ITF°(p) + yp) + Yipyf (p) + yytp;fa. 
放风 ee 名 也 应 为 0 我们 得 到 》 (p) = If?(p?) + 


3 puf1(p?). 回 到 闵 氏 空间 , 我 们 得 到 
龙 三 世 

> 四 =T2)TTpoPo) = > (Wy), (6.5A.7) 
正 是 y 的 函数 . 


习题 ”证 明 yfa(p) 二 Yif(p) = ypnf1(p?). 
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6.6 QED 单 圈 图 重 整 化 


重 整 化 的 一 般 想 法 如 下 . 

发 散 积 分 是 动量 空间 的 积分 , 首先 想 一 个 办 法 修改 一 下 这 个 积分 , 用 一 种 截断 
的 方法 使 积分 变 为 有 限 , 这 就 要 引入 一 个 截断 参量 A. 这 样 , 当 A 是 有 限时 , 任何 
一 张 图 的 积分 都 是 有 限 的 . 这 个 过 程 叫 正规 化 或 正常 化 . 然而 , 当 A 一 co 时 , 那些 
发 散 的 积分 . 比如 -这 ( 力 等 , 还 是 发 散 的 . 

其 次 , 是 在 经 中 加 进 一 些 新 的 微 扰 项 , 即 修改 双全 .2 = 2 + A., 使 得 在 
2 的 微 执 展开 中 , 直到 耦合 常数 9 的 某 个 确定 的 暴 次 n, 所 有 的 费 恩 曼 图 中 原来 
的 发 散 图 正好 被 有 A. 参加 的 图 抵消 而 只 剩 下 有 限 的 ( 当 A 一 oo 时 ) 与 截断 的 
具体 形式 无 关 的 值 . 这 个 过 程 叫 重 整 化 . 这 种 由 A. 产生 的 新 的 图 称 为 原来 发 散 
图 的 抵消 项 (counter term). 这 些 用 来 构成 抵消 项 的 人 A. 实际 上 由 一 些 “ 新 引入 
的 项 角 ”( 即 A. 北 ) 组 成 . 

这 些 新 引入 的 顶 角 , 它们 的 外 线 ( 它 无 内 线 ) 与 需要 抵消 的 发 散 图 的 外 线 类 似 . 
它们 的 值 与 截断 A 有 关 (和 否则 怎么 能 抵消 一 个 趋 于 无 穷 的 值 呢 ), 当 A 一 oo 时 , 这 
些 新 顶 角 的 值 也 一 oo. 当 n 一 旦 确定 时 , 所 要 引入 的 新 顶 角 就 完全 确定 了 . 而 由 
需要 的 新 顶 角 , 我 们 就 可 以 确定 人 A. 各. 在 这 个 过 程 中 , 我 们 始终 认为 不 管 多 大 的 A， 
它 的 效应 比 之 微 扰 参 量 9 还 是 小 很 多 . 就 是 说 , 重 整 化 是 按 微 扰 的 阶 数 进行 的 , 那 
么 问题 在 于 : 如 果 做 第 n 阶 重 整 化 时 , 前 面 各 阶 的 重 整 化 时 添加 的 一 些 新 的 A 和 
会 不 会 在 第 n 阶 引起 矛盾 呢 ? 比如 , 在 nn 个 顶 角 的 图 荆 上 有 一 个 发 散 的 子 图 y, 它 
的 顶 角 数 为 /, 则 在 做 ; 阶 重 整 化 时 我 们 引进 了 一 个 A.2%7 来 抵消 它 的 发 散 , 那么 ， 
当 出 现 图 工 的 时 候 , 只 要 它 有 子 图 y, 由 于 已 经 在 .2 中 加 进 了 和 .2 , 则 在 5 的 展 
开 中 一 定 有 一 张 图 , 它 把 工 中 的 > 换 成 了 ?> 的 抵消 项 . 因为 抵消 项 的 外 线 与 7 
的 外 线 相 同 , 根据 画 费 恩 曼 图 时 的 原则 , 只 要 可 能 构成 图 , 就 一 定 会 有 那 张 图 出 现 . 
了 图 的 值 只 与 它 和 它 的 外 线 连接 什么 有 关 , 而 与 它 在 哪 一 级 微 扰 里 出 现 的 无 关 , 这 
会 不 会 对 引进 抵消 项 造成 麻烦 呢 ? 重 整 化 理论 的 成 功 在 于 , 按照 引进 抵消 项 的 程 
序 , 可 以 做 到 在 第 n 阶 没有 矛盾 . 这 些 由 前 儿 阶 重 整 化 引进 的 “新 顶 角 ”给 出 的 与 
5 相关 的 新 图 FT, 也 正 是 抵消 工 的 发 散 困 难 时 所 需要 的 . 

但 是 , 在 一 般 情 况 下 , 光 是 依靠 前 几 阶 的 抵消 项 并 不 足以 抵消 所 有 在 n 阶 的 发 
艇 图 的 发 散 , 我 们 还 必须 在 n 阶 时 引进 一 些 新 的 抵消 项 A.27, 它们 的 系数 是 9”. 

个 场 论 每 一 阶 都 要 引进 新 的 抵消 项 . 什么 是 可 以 重 整 化 的 场 论 呢 ? 它们 的 特点 是 ， 
以 管 每 一 级 都 要 引进 新 的 抵消 项 , 但 是 这 些 抵消 项 的 “品种 ”, 即 外 线 的 组 合 品 种 
是 有 限 的 . 比如 QED, 总 共 D z 0 的 图 就 是 有 限 种 外 线 组 合 . 而 后 面 我 们 将 说 明 ， 
下 整 化 中 用 到 的 抵消 项 一 定 是 一 些 与 D >0 的 ( 表 观 发 散 度 > 0) 的 图 有 类 似 外 线 
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的 顶 角 , 每 一 张 发 散 图 对 应 有 限 种 抵消 项 , 有 一 些 场 , 比如 QED 总 共有 5 种 外 线 组 
合 形 式 的 D > 0 的 图 , 这 种 场 论 在 任意 ”级 重 整 化 后 , 它 的 名 + A 中 只 有 有 限 
种 外 线 的 抵消 项 , 也 就 是 只 有 有 限 种 顶 角 , 只 是 系数 随 ”而 变换 罢了 . 这 种 场 的 重 
整 化 , 可 以 认为 是 对 一 个 具有 有 限 项 的 拉 格 朗 日 密度 的 体系 , 将 其 拉 格 朗 日 密度 的 
各 项 系数 重新 赋值 . 这 种 场 论 我 们 称 之 为 可 重 整 化 的 场 论 . 根据 前 面 6.2 节 所 说 的 . 
这 实际 上 只 要 d,，< 0( 对 所 有 各 种 顶 角 7) 就 可 以 了 . 

对 于 QED 的 单 圈 图 , 重 整 化 相当 于 将 发 散 图 的 被 积 函 数 对 外 动量 进行 泰勒 展 
开 , 展开 到 该 图 的 表 观 发 散 度 的 那 一 级 为 止 . 展开 得 到 的 多 项 式 部 分 可 以 用 添加 新 
顶 角 的 办 法 抵消 掉 , 而 展开 的 余 项 就 变 成 重 整 化 之 后 的 被 积 函 数 , 由 它们 可 以 给 出 
有 限 的 结果 . 

下 面 我 们 分 析 QED 的 各 种 发 散 图 的 重 整 化 , 按照 表 6.2.1, 我 们 只 须 分 析 真 空 
极 化 图 、 电 子 自 能 图 、 顶 角 修正 图 . 真空 图 由 于 (5.1.8) 式 , 对 费 恩 曼 积分 自己 形成 
一 个 单独 的 因子 , 这 个 因子 对 5 矩阵 可 以 证 明 只 提供 一 个 常数 , 我 们 可 以 在 AZ 
中 用 添加 常数 项 的 办 法 使 它 变 为 纯粹 的 相 因 子 , 因而 考 须 计算 . 


6.6.1 ”真空 极 化 的 单 圈 图 


图 6.6.1 是 QED 中 常见 的 部 件 . 这 个 部 件 中 间 与 图 6.6.1 有 关 的 部 分 的 费 恩 曼 
积分 是 


d40 1 
WN 二 ce Ey Em vf 1, 
II (有 ) | oa| iey py ep 7 ra 三 JIA (Kk,m). 
(6.6.1) 
gq—k 
Hn v 
k 
q 
图 6.6.1 
它 的 表 观 发 散 度 D = 2. 首先 将 此 积分 正常 化 , 引入 
I (k) = I (k,m) — cll (KE Mi), (6.6.2) 


1 


要 求 > ci = 1 而 且 》 ciM? = m2， Mi; 一 oo 时 就 回 到 原来 的 理论 . 这 种 正常 化 
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的 优点 是 能 保持 洛 伦 兹 协 变性 和 规范 条 件 . 


5 » | Us triy*(¢ —¥+m)y’ 人 )] 
I =-e | es 
R 人 / (27)1 | ((g—k)?2—m?+ie)(g? — m2?+ie) mogulator tarm 0 


(6.6.3) 
其 中 , 括号 内 部 要 求 ~ g“ 或 更 低 . 
我 们 用 以 下 技巧 来 算 这 个 积 4 
技巧 ] 引入 费 恩 曼 参数 表示 


1 "1 E 
A (6.6.4) 


1 ey 了 daidaz .dan 0(al 十 ao 十 .十 an 一 D 
Al A 人 An 区 0 (a1Al 二 Qa242 oe Qn A 
注意 . 这 个 式 子 里 da 的 积分 范围 是 0 < oa; < 1, 而 且 a = 1. 所 以 前 面 n 一 1 


个 a, 并 不 是 可 以 自由 地 从 0 积 到 1 的 , 比如 ai = 0.8, 而 且 as = 0.8 的 点 肯定 不 
在 积分 范围 之 内 . 
利用 (6.6.4) 式 和 tr(ypnr23y^32) = 4(gr*g*? 一 gr^gr? 十 grrg*^) 得 到 
I (k) 


(6.6.5) 


| | dd 1 | + +m 
一 一 4 dz ; 
(2 元 闪 fo [zl((g 一 所 2 一 7p2) 十 (1 一 2)(02 一 722) 十 je? 


一 regulator | 


一 一 _4c2 / dig 人 q . (gq < 一 zk ~ Th)*(g 二 zk a (1 = > Tk)” 二 (1 Pi 中 
至 (2 元 )4 h ‘ (gq = Zk)? 证 w(] rk? m2 十 ie]? 


gr (mo (gm zktirk):(g— zk (1— 72)k)) 
[(qg — zk)? + zr(l — zk om? + i 


regulator term 


(6.6.6) 
引入 新 变 晤 (将 庆 标 : 移 , 这 在 发 散 积 分 是 不 行 的 ! 现在 已 经 正常 化 了 , 所 以 是 可 
岂 的 . 只 要 有 足够 多 的 i 和 M, 正常 化 总 是 可 以 做 到 的 ) 


Se (6.6.7) 


ww (Ry dig J (q + kh)" (gq — 0 — T)k)” + (4 全 
ef a 本 (27)4 [fw ?+ (1 or)k? 一 m2 十 ic] 


(+h) "lg - eh — regulator term 
[lg 2 + zx(1 — 2)k2 — m2 + ie]? 
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是， fe :fa QMg” — 22(] — wks" 4 ym = Fo(l =) 
[+x(l Co— 2)k? 一 702 十 jc? 


机 (g 2 0 | 
(6.6.8) 

技巧 2 把 对 go 的 积分 在 复 平面 上 作 Wick 旋转 (图 6.6.2) 
Im qo 4 平面 


个 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


Re % —» 人 


1 
时 TE ' | 
、 ' 用 虚线 代替 实 线 . 
~、 | 要 求 弧 线 为 0 贡献 
I 


原来 的 积分 线 i | 
图 6.6.2 


学 


go 一 ig4， 和 = (id) 一 0 一 0 一 93 =— 放 全 =—gqg, dg=idqadqldqzdqs = id go 


(6.0.9) 
则 闵 氏 空间 变 为 欧 氏 空间 . 
以 下 的 9 和 dsq 都 在 欧 氏 空间 
= dr /ao 
x /22 m1 一)+(g 奇 次 项 ) | 
[一 咯 十 ZL 一 ZJ)A2 — m2]? [ 


(6.0.10) 


由 于 被 积 函 数 各 项 在 gs 空间 的 对 称 性 , 我 们 可 以 看 出 g 的 奇 次 项 贡献 为 0. guo 项 
的 积分 仅 当 1 =v 时 非 0. 而 当 j=v=0 时 ,该 项 为 (44), 否则 为 (oO 
1,2,3, 在 欧式 空间 这 个 积分 中 它们 等 价 于 千 q2./d, d 为 维 数 . 所 以 . 合 在 pu 该 项 
等 价 于 -2g”*q2%,/d. 于 是 上 式 改写 为 (d = 4) 


IIA“ (k) 


本 | 
d=4 ji 9 too qdgp 
= 一 4ie dx i 
J0 和 x (27)' 
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2 1 

gqg%(1 一 | 一 27(1 — Zkk’ + gr (mm? 十 Z(1 — rz)k?) 

x QL i 
[q$ — Zz(1 — x)k? + m2]? | 


=- ! a 
Ta od / dz | 人 dd 
0 0 


2 
a 7 — 27(1 一 Z)ALAZ + gm? +r(l — 7r)k?) 
[qz — 7x1 o£)k? + m2]? Ed 


十 Ce 
gE—0 —1Q 
"oe" | qdg? 
0 


50 -过 27z(1 = ZL)kLkr + gr (m2? 十 zx(1 加 z)k?) 
[gz = 起 (于 i 移 ) 力 2 十 mm le (6.6.11) 


其 中 , (2 是 d 维 单位 球面 积 ， 


2 
fg = 2r(&271T(d/2)， =2r2，a= 二 (6.6.12) 
JE 
| 
a ~_q'd(q’) 2 
} , 7 A 2C” In 5 二 07， 
pen | C (6.6.13) 
/ dg ) In 1 
or "Ci 
并 令 
C=m?— zr(l— zr)k2, 
B=—27z(1 — x)kLk’ + gr (mm? + zr(l — rz)k?), (6.6.14) 


1 
送 二 全 Wu 
29 ， 


上 述 积 分 变 为 


5 Aq*+B 
I ( k 2)g x 4 Co regulator term 
A . , (+C 
A + By lator 
(¢ opulator term 
1 ) (g2 + C2)? . 
2 


廊 A* 本 人 2 
dim | 人 FB Cc Ci- |) — regulator em 


,1 
三 | dz lim a 十 (bo 土 com?)InA?* 十 有 限 项 一 regulator | 
0 


人 一 DO 
(6.6.15) 
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只 要 调整 regulator term 的 ci 使 A? 项 及 In A? 项 消去 就 可 以 了 . 
1) 由 于 让 = 1, 所 有 与 m 无 关 的 项 包括 A? 项 和 bo ln A? 就 消去 . 
(2) 由 于 
DaM? =m (6.6.16) 
所 有 m? 的 一 次 项 都 消去 , 特别 是 co In A? 项 也 消去 , 余下 的 项 在 A? 一 co 时 是 有 
限 的 . 
我 们 得 到 


IIR (k) 


1 
1 
= 一 一 HW (—m? + zx(l— zr)k:)l 
n mf (—m’ + zr(l or)k’)n ol — wi 


十 (一 2z(1 — z)krk’ + m2g 十 gU2z(1 — x)k?) 
1 
rn | (6.6.17) 


= (i — gp) 3 x(1 一 zjdz 
TT Jo 


1 1 
a 
| 二] i rn 
= (kekY — gurk?)IIR(k?). 


正如 前 面 分 析 的 那样 , 它 满足 规范 条 件 ,TY = HY, = 0. (6.6.17) 式 给 出 的 
真空 极 化 图 有 这 种 形式 , 是 它 同时 满足 规范 条 件 和 洛 伦 效 协 变性 的 必然 结果 , 是 一 
切 真空 极 化 图 的 共同 性 质 , 这 种 正常 化 是 保持 规范 条 件 以 及 洛 伦 效 协 变 的 方法 . 在 
(6.6.17) 式 中 有 


-于 / EE | 
IIR(K2) = nm 区 人 ou 二- 二 2 ln ji 小 


(6.6.18) 
这 个 积分 收敛 . 也 就 是 , 只 要 六 a M2 = m2, 积分 (6.6.15) 式 便 收敛 ,1 


常 化 手续 完成 . 现在 的 理论 是 有 QT; 的 理论 ， 并 非 原来 的 理论 , 当 M; 一 se 时 . 可 
以 看 出 , rn(k) 还 是 要 一 co 的 . 改写 一 下 : 


2ia . m2? m2 \ 
ITP(K2 1/ Tl 一 dc in 一 -一 “i 1 ; 
R( ) = rh r( r) 1 | nl 1712 一 zll — rz)k2 2 n M2 — zx(1— xr)k2 | 


6.6 QED 单 圈 图 重 整 化 


2 
2ia /! m We 
= 一 1 一 Zjdz4 1 
元 Jo ( E) | TEXT 一 了) Deans | 
) 1 
er Z(1 — 7)d7 
TT Jo 
汉 a Mi)+ >》, :1 Mi 
2 i ; ciln 二 汪 ) f， 
(6.6.19) 
IT2 M? 
> 6 和 直到 要 为 
; m m 
la 2 1 ,2 
es "2-6/ dzZzZ(1 — 7)1n ad 
3X rii2 0 m2 
k2 
Ha 人 dzz(1 — 7) mm -z0-a 训 | (6.6.20) 
2) 还 是 发 散 的 ， 


最 后 一 项 ~ O ( 击 ) NM 称 为 cutoff mass. 当 M? 一 co 时 ，IHR(K 
但 正常 化 手续 已 完成 . 这 种 引入 有 质量 的 新 声 量 来 正常 化 的 方法 称 为 泡 利 维 拉 斯 


正常 化 方法 . 
我 们 现在 可 以 引入 一 个 抵消 项 , 令 
。 i M? 
IIr(k2)=Ir(k?) — Ha(0) = IIr(k?) 一 区 | 
: 1 ,2 
一 2 dzz(l1 — Zz) 区 ( 一 ZL 一 可 和 (6.6.21 ) 
Th m 
,2 
一 2 ln @ 一 2(1 一 本 二 . 
则 TA(p2) 在 Mi; 一 cc 时 有 极限 
二 | yy 
2 dzzl(l 一 2)]n 一 2 (1 一 站 所 (6.6.22) 


lim IIP(k2) 一 和 
L0 


一 


vi 


相应 地 有 
tit (k) = (kek® 一 gr k?)IIR(k?). (6.6.23) 
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当 Mi; 一 co 时 , II(k) 一 下 (ER) 有 限 , 就 是 重 整 化 后 的 值 . 如 果 定义 ti) 表示 对 
一 个 心 的 函数 的 二 阶 泰勒 展开 , 则 


fi (= (1 — tn (nh), (6.6.24) 

其 中 + 
(全 er = 1 0 0 ee 
ti fk) = FO0) + hy BTR) a 3 Kuhv BR 5 i (6.6.25) 


在 本 式 中 泰勒 展开 的 展开 点 在 , = 0. 从 (6.6.24) 式 可 以 看 出 , 为 了 抵消 发 散 . 所 
需要 的 抵消 项 就 是 -tI (k) = (- 冯 In 号 (kLk* 一 gxvk?), 它 的 产生 可 以 用 
在 微 扰 论 中 添加 一 个 A. 阁 来 实现 , 对 照 表 6.6.1 和 表 6.6.2 以 及 微 扰 论 中 n= 1 的 


公式 , 对 应 的 需要 新 添 在 相互 作用 哈密 顿 量 中 的 算 子 是 


-iA (x) = + 过 mJ (gegr4 i)Av — (O00 An)Asgr™), (6.6.26) 
37 mm, 
—iZo 
对 应 的 拉 格 朗 日 密度 为 
ALi(z)=—AH(r) 机 20(0\ A’O* A, — (0,,A+)?) 
= (PF, Dj (6.6.27) 


这 个 式 子 的 证 明 要 用 到 (4.2.40) 式 . 这 是 一 个 新 添 的 “ 顶 角 ”, 它 的 微 扰 级 别 ~ a ~ 


2, 当 截断 参量 M 一 oo 时 , 20 = 52 In a 但 在 任何 生 拓 论 运算 中 它 总 


要 认为 是 个 有 限量 , 绝对 值 比 1 小 得 多 . 事实 上 , 由 于 wa = = , 而 且 截 断 参 量 \/ 
是 在 mn 之 后 , 只 有 当 M 很 大 时 , |20| 才 会 大 于 1. 

(6.6.27) 式 对 于 其 他 真空 极 化 图 也 是 成 立 的 , 这 是 因为 它们 都 具有 (6.5.4) 式 的 
形式 , 只 是 2 的 表达 式 不 同 而 已 . 

表 6.6.1 给 出 QED 中 场 算 子 与 费 恩 曼 图 的 对 应 . 

表 6.6.2 给 出 添加 的 各 种 顶 角 (QED). 


人 D 由 (6.6.21) 式 ,HA (RE) = (RAY 一 gx)IIR(A2), 可 知 中 的 了 (0) = (2 | 三 总 以 


日 
及 二 一 70 w~ [(k 的 一 次 式 ) .IIR(UE2) 十 (KK 一 92K2)ITR(OK2 | 二 性: 
Ok,, Xen ( 
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表 6.6.1 
算 子 坐标 空间 图 动量 空间 
RR 
H 
A ( r) T 全 个 个 个 个 个 0 
-一 本 人 
wa (I) z 8 一 一 一 0 
a 
@ -一 一 一 0 a 
Wa (ZT) : ce 一 -一 一 一 
及 v 
、 ~ ~~~ 4 大 1/ 
Ap(z)Ay (rx) z s iDawl = ) oe~e~~ "ee iDFw(k) 
| | 
a 入 p 
rr 生 ao < 一 8 
azZ)Wa( ) T T LS ges (LT 一 也 ) 人 @- < ee iSpop(p) 
和 @ 
Oh BD 土 ihj, 或 土 ipj 
常数 (gr 35) 常数 常数 
表 6.6.2 


: OAv(T)A (72): 


v 入 (CN Se) 
om 个 个 个 个 0O 5 
: Av (Zz)O0n A\ (Zz): 0 ik, 
LL OO 
Tee Mk 了 
: A (7X)Or*O" A, (7): 1 Gr 
Ll Hid vv 
ee Wo" V 
: Aj(z)g”” Av(z): I om 人 ~ 人 ee 个 个 0 
HH UU 0 这 
个 个 个 个 0 h vy 
: Aj(z)g!* O02 Ay (7): 丈 ON 一 ~@ 一 ~ 
m 
= 8——®———O m 
:wmv (rz) : z 8——®——O 
7 1 
8@——@——O ed 
: Wid (rr) : 8——®—O 
Yy 
. yt (TD) B -一 一 @ 一 一 一 O 
yy nH 


wyt vw A : 
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6.6.2 ”电子 自 能 的 单 圈 图 
现在 考虑 电子 自 能 最 低 项 , 它 的 费 恩 曼 图 是 图 6.6.3. 


v 了 一 大 v 


类 
6.6.3 
它 的 表 观 发 散 度 D = 4 一 3=1. 为 了 正常 化 , 我 们 假设 光子 质量 为 和 电子 自 能 单 
圈 图 的 费 恩 曼 积 分 为 


i3(y) = ( 2 / pF : (6.6.2 
一 一 (一 16 A yh, ).0.28) 
(2r)4 |k2— M+ie’ jk-m+tie 
—e? 1 ?7 一 天 十 iD)7 
I ).6.29) 
= 曾 tt 三 厅 本 -不 丙 和 Wa 


观察 此 费 恩 曼 积分 , 会 发 现 对 的 积分 次 数 为 4 次 , 而 被 积 函 数 是 上 的 负 3 次 . 办 
此 当 上 大 一 oo 时 是 发 散 的 , 这 种 发 散 称 为 紫外 发 散 . 男 一 方面 , 计算 表明 如 果 让 光 了 于 
质量 和 一 0, 对 大 的 积分 在 = 0 时 也 是 发 散 的 , 这 种 发 散 称 为 红外 发 散 . 重 整 化 
理论 是 处 理 紫 外 发 散 的 理论 . 由 (6.6.4) 式 的 费 恩 曼 参 数 表 示 , 得 到 


m0 = Br ff 


" YB— K+ my 
[人 一 双人 一 二 + hk? 一 2D .天 一 722 十 ie)]? 
0 YY K+ m)y 
(2x)4 Ik sf de 一 27D .及 十 ZD2 orcm (lo) 十 ie2… 
(6.6.301 
其 中 , 和 是 光子 质量 . 如 果 将 (6.6.28) ) 式 中 的 传播 子 二- 改 为 二 
—i 
一 得 到 


一 e2 1 
—i>R(W) = ps fa / dz 


YW— K+ m)Yyy \ eh 
人 一 22D :大 十 2D2 orm 一 (1 一 2)A2 十 ic 人 Xu) | 
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这 个 积分 当 Axxr 有 限时 是 收敛 的 , 这 便 是 泡 利 一 维 拉 斯 正常 化 . 由 


2 
YW 一 和 w= 一 2(# 一 区 (6.6.32) 


YmMmYy 4m, 


得 到 
—i>r(W) 
1 [(—2)(#— + 4m] 
‘i d | 让 
[#— ¥— 2ml 
or dk (pe (入 一 An : 
(6.6.33) 


令 四 维 矢 量 k= 二 上 一 zp,k = 十 xp, 给 出 
奇 次 项 ,可 去 折 


[eg 2m] 
jz | dk A Ay 
/fe [k'2+7(1—7z)p —zm’ +(r—1)A +ic]? 一 Mm) 
A a 


_0 
B 


{a onl 
z)p — 2m) 
-| fap i (入 一 入 Mr) 


注意 : C 是 和 的 函数 , 而 B 不 是 . 
在 Wick 转动 后 , 变 为 (dik’ 一 id 2 一 一 始 ) 


. Bidtkgp 
一 这 及 ( 功 = Bd =)" oe — (和 和 = Am) 


(6.6.34) 


全 {2 1 
Bi kp dkp > { [8 下 Cl] (入 = a) 
‘Ep 


y= + <*+0 iB(y — C)dy 
相 一 一 dz 一 
0 Vy 


ET "Jim bak a ee -i -mAo| 
x 8T /0 


ie 1 € 上’. C(A) 下 
到 ; 一 一 一) 
a / dz B lim UE 2 
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C(N) CLANV ) 


+ ho ET ol ET OL 


1 
= | dzBIl-InC(N)+lInC(AMu)) 
8X 0 


(6.6.35) 
=-5 / sf [aa 2m| 
0 


x [mca 一 C)D2 十 z702 十 (1 一 Z)X2) 一 (入 一 An 


这 就 完成 了 正常 化 手续 . 当 Aw 一 co 时 , 回 到 原来 的 发 散 积分 , 由 于 p? = 六. 
方 阵 这 rR( 加 ) 是 # 的 函数 , 所 以 上 述 量 可 以 用 jy 一 m 作 泰 勒 展开 . 令 


—iDR(W) = aR + ba(W — m) 一 这 PR( 芒 (6.6.36) 
使 得 
ZR( 荔 | 大 wm = Palm =0 
则 有 


二 ie [ dz(1 十 Dm{ (0) nx?m? + (1— r+ ln[z m+ (1 — 7x) ]} 
8 jo yA 
(6.6.37) 
p= 
-可 he dz(l 一 2 | 区 rm + (1 — oA = nl mn 十 位 一 区 Ar] 


(—)(—)z(1 — x)2m 2(1 — 7)2m 
QA2 a {et 2m2 + (1 — 7)X -| 


一 ie? 1 27(1 + rz)m? 3 0 了 总 \ 
ee 1 dz(1 — 0) F(a + nzm +(l 2)A]— (NCO oo Mu) | 


(6.6.38) 


六 nl 
其 中 , a = 全 dz(1 pe et 一 站 ) R27] 当 Mi 一 ca 时 发 散 , 这 叫 紫外 发 


加 ， a — zx )m? ; . 
散 . 3 = 有 限 数 , ? - 襄 / de 3 TT -, 这 项 当 X2 一 0 时 发 散 , 这 种 发 
散 叫 红外 发 散 . 我 们 得 到 


—iDr(W) = 一 ip( 人 办 一 ap 一 pp 一 7 (G6.6.39) 
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其 中 . -p(y) 是 (# 一 mm) 的 二 次 以 上 函数 , 它 是 -in( 田 在 二 m 点 泰勒 展开 到 
-次 项 之 后 的 余 项 : 
-这 R( 功 = -iEa(W) -tp (-iR( 肋 )| wm = (1— tp )(-iDa(W)). (6.6.40) 
当 截 断 A3j 一 x 时 , 我 们 看 到 , 系数 a、b 都 是 发 散 的 , 但 -ra(p) 有 极限 . 
我 们 令 重 整 化 后 单 圈 自 能 图 的 值 为 
ip) = lim -iSr(W) = lim(-iDr(W) — ar — br(y— m)), (6.6.41) 


其 中 , ap、ba 是 发 散 常 数 , 对 e 的 次 数 是 e2 名 
由 (az 十 让 flz) — (am+b)f(m)— [laf(m) + (am+b)f (mm)(z 一 mm) = (az 十 
[f(z) 一 了 fm)] 一 (am 十 0)f'(m)(z 一 m) 得 此 极限 为 


ie2 
-nD = -BW = {de {la 2 


—zx(1— zp + rm + (1 — zr 
rz2m?2 + (1 — 72)X 


27(1 — zr?)m? 
Z2722 十 (] — 7X 


Wm)) 
=(—i)[c2(# — m)? + ca(y—m)s +..] 


=(-i)F(#— m). (6.6.42) 


它 是 (# 一 m) 的 二 次 以 上 函数 . 

要 在 相互 作用 项 的 A 中 添加 什么 算 符 才能 使 得 在 c? 的 水 平 上 自动 出 现 这 
个 抵消 项 呢 ? 由 之 前 总 结 的 表 6.6.2 可 见 , 我 们 需要 iA > aR 一 ba(# 一 mm)， 
这 就 要 求 : 


A = (i)[arw (zr)Y(z) 十 bay (i — my(r)] 三 20 + Zvi — my (6.6.43) 
其 中 
Zi =ian ~ Oo x mlnAXy, 
8T2 2 
e2 本 
ZL2 =ibr 一 BA2 人 dz(] = 工 ) 
27(1 + zr)m? 2 2 
十 jnfz27772 (1 一 2)X2] (入 3%) 
x{ i 一 冰 ) 和 2 和 
C (6.6.44) 
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由 于 X33/ 是 在 ln 之 后 , 与 20 一 样 , 也 仅 当 截断 参量 很 大 时 , 2 和 2 的 绝对 值 
才 会 大 于 1. 在 今后 的 运算 中 , 我 们 总 认为 它们 的 绝对 值 远 小 于 1, 因此 可 用 公式 
ALr = —AH. 

当 取 正常 化 时 , ar,ba 均 有 限 , 当 X33 一 co 时 , 它们 都 发 散 . 大 家 注意 到 这 些 系 
数 ap 和 br 都 ~ e?, 因而 在 以 e 的 虎 级 数 展 开 时 一 定 会 与 -这 ( 力 一 起 出 现 , 从 而 
到 这 一 级 , 微 扰 展开 结果 是 有 限 的 A. 的 项 的 形式 是 在 .2 中 原来 就 有 的 ,只 是 
系数 是 发 散 的 而 已 . 

(6.6.36) 式 和 (6.6.43) 式 对 于 其 他 电子 自 能 图 也 适用 , 只 是 发 散 常 数 ap,ba,21.2， 
不 同 而 已 , 这 是 由 于 2(p) = 2( 的 公式 普遍 适用 , 因此 总 可 以 对 y 在 m 点 作 泰 勒 
展开 . 


6.6.3” 顶 角 修 正 的 单 圈 图 
最 低 阶 的 顶 角 修正 的 费 恩 曼 图 如 图 6.6.4. 


图 6.6.4 


相应 的 费 恩 曼 积分 为 ( 顶 角 部 分 只 写 y* 而 不 写成 -iey*) 


d4k 一 1 1 i 
jn co 
We (27)4 鼎 一 古寺 二 " dr Rm dk-miieY 
-Cie’) | 3 YW +m +m)y 
(2m)4 (k2 — A2 +ie)((p — k)? om? +ie)((p— Kk) — mi +ic) 


(6.6.45) 
由 (6.6.45) 式 给 出 


. d4k —i i 
0 -Ar )， )) 三 (一 ie | Br a 
(7 p)) (7 p) ( ) . (2x)4 k2 ee 入 2 斗 iel » K 一 7 十 ic 


i 


“I pmti)— Wm ti gt 
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四 呆 d4k 中 本 1 
= (一 ie) ‘ 4 1.2 ) Yr 
(27)° ko— A+ice 四 一 天 一 7 十 ie 


A | 
| Gr i 
对 比 (6.6.28) 式 得 到 


(p’ — pA’(p'.p) = 3(p) — (Pp) (6.6.46) 

这 是 Ward 恒等式 的 最 低 阶 形式 . 将 (6.6.46) 两 边 对 p,, 取 偏 微 商 并 令 w = p 得 
0 

Ar(s,.p) = -0 (6.6.47) 


我 们 考虑 分 母 部 分 . 由 (6.6.5) 式 得 


] oal 十 az 十 as 一 1) 


"1 
二 .6. 
ABC | rE (D0 
今 
al 一 ZV，a2 三 2 一切 ， as 三 1 工 一 2 
我 们 可 以 证 明 
1 ! ! | 
le 有 一 ~ 6.6.49 
ABC / zf YryA+ zl YB+(I ro We 
得 到 


] 
万 一 大 )2 一 702 十 jie)((2 一 天) 一 ?2 十 ie)(2 一 和 2 十 ie) 


ff 


~ [zy((p — ky? — ee — vy)((p 一 大 )2 一 rn2) 十 (1 一 Z)(K2 一 入 2) 十 ie 


i .1 
三 2 zdr ly 一 一 一 一 . 
or/ dy 


在 (6.6.50) 式 被 积 函 数 的 分 母 中 刀 为 


D=h2 — 2k [ryp+ ro yp) + [ryp + zr(l -yp rm? — (1 一 并 )X?] 


=[k oryp— zl — yp) — [rypt+z(l — y)p] 


十 [zyp2 + x(1 yp? — zm — (1 I)A"| 


关注 作 二 p. 
全 这 里 的 推导 只 是 形式 上 的 , 因为 A* 和 了 都 是 发 散 积 分 . 但 是 如 果 采 用 将 被 积 函 数 减 去 (入 一 和 AM ) 
的 函数 作为 正常 化 后 的 被 积 函 数 ， 这 些 推 导 仍 然 成 并 . 


(6.6.51) 
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在 (6.6.51) 式 中 , 我 们 定义 
k’ =k— ryp— 7(l — vy)p, (6.6.52) 
p=zm?2+ (1 =z 一 (zy 一 2Z202)D2 一 ( 一 22 一 2 十 2727 — Ty)p? 
十 2728(1 — y)p:p (6.6.53) 
=zm? +(l— rN 一 (z 一 Z2)(yD2 十 (1 一 2)p2) — zy — yq 
其 中 ,g==p 一 p. 当天 = 了 = 时 , 可 以 把 jp 写成 


p=2x2m — zyl yq + (lr 三 万. (6.6.54) 


注意 : p 入 都 是 光子 质量 和 的 函数 : p = pa,P = 及 . 
下 面 再 计算 分 子 . 利用 附录 6.6D 中 的 公式 , 可 以 证 明 


Yt+m)y (+m)y = 一 2 了 4 下 十 2m[(¢+ WY + yr (G+)] 2m y. (6.6.55) 
我 们 令 中 
a=p —k=p—k -zyp—7rl—yp = r+ry)p — ryp—k =a k, 
b=p— k=p—k ryp—rl—yp =(l— ry)p—zr(l— yp —k =o—k. 


(6.6.56) 
对 (6.6.45) 式 先 进行 正常 化 ( 减 去 将 和 2 换 成 A， 的 项 ), 再 平移 , 得 到 


41/ 
An 人 = 2 | 2 arf 夯 
0 0 


x {7 (FoR+my (po +m)y/(k? 一 p+ie)3 一 regulator term}. 
(6.6.57) 
其 中 , regulator term 是 将 p、 换 成 px， 得 到 的 项 . 
我 们 进一步 对 k' 进行 Wick 转动 : d41 一 id pe, kK? 一 一 人 ,去掉 A 的 奇 次 
项 , 得 


4 
Ar*=2e? 人 wr oy | 


x {7y*( 人 一 kK + m)y*( (有 一 K 二 )37vy/[ 一 ( kA 二 +p) 3 — regulator term\. 
(60.06.58) 


由 (6.6.55) 式 有 YY 站 = 一 2 YE = 2 2YyK A Rr. 
在 积 ak 下 ,Wr 中 只 有 局 ?wk 项 有 贡献 , 当 44=0, 它 相当 于 A397 


一 kp7y*, 当 几 = 小 它 等 于 -好 374 所 以 总 是 等 于 一 (局 )?2Yy4. 而 (人 )2 在 f aee 中 


DAp=yp =0 时 ,oa=0, 8=0 k=WK, 
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区 


给 值 = 
Bs — 1 Dp) pp 2 
维 隐 闪 的 总 立体 角 , 由 fa dh 一 了 a 说 d 启 /40 得 到 


“161. 


: 因此 yy = 一 4kt 等 价 于 (一 态 y*). 令 81 = 2r2 为 四 


» 人 D 了 gl1 十 g2 太 入 、 
和 = 2 woz a dy 一 4/ 大 dr。 一 一 一 二 一 Tegulator term », (6.6.59 
on) Jo 2 | +p) 


其 中 根据 (6.6.55) 式 有 


91 = —2BY°K + 2m[y (k++ B) + (K+ By] 2m 


n+p 1 
= (- 训 一 号) du 
p 2 一 ?1 
加 (= p: 1 下 
i 
2p n+p 2(n+p)? 2p 


这 一 项 不 带 来 发 散 . 


"7] 8 1 n+p 2 1 
zz 一 一 三 一 4 一 Dp)* duO— 
| 一 (二 十 0)3 / ( 7) us 


a (2 一 24P 十 02) 
一 一 dy 
六 u 
9 六 n+p 
p Pp- 
三 ] 让 二 
i u 2u? ) 
加 . 
十 2p 2p 2 yo 
= 三 向 NT / 二 2p 十 / 


Dp 二 1 p 2(n+p)? 20? 
ee 十 3 
一 一 际 邓 莹 关 求 二 
p 2 
这 一 项 当 ;一 x 时 有 对 数 发 散 . 
对 和 2 取 正 常 化 项 之 后 , (注意 g1、gz 与 和 无关 ), 当 一 co 时 有 


In 
DX PAn ps 7 十 DA - PA 


(6.6.60) 


(6.6.61) 


(6.6.62) 


(6.6.63) 


他 十 有 ] 1] + 人 | 图 ja | 十 DA Pam | 9 /AN _- In pa = Jn px 


(6.6.64) 
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我 们 得 到 
» J 1 
A -Ez zz/ 人 
-起 / nef Ee 上 


这 个 式 子 , 当 Aw 有 限时 是 有 限 的 , 这 就 完成 了 正规 化 . 然而 从 (6.6.53) 式 可 以 看 
出 , 当 Aw 一 co 时 还 是 发 散 的 , 所 以 需要 引进 抵消 项 . 这 就 是 重 整 化 . 在 (6.6.65) 
式 中 , gt 和 gs 由 (6.6.60) 式 和 (6.6.61) 式 给 出 


(6.6.65) 


g91 = —2pY*K + 2m[y* (+) + (+ By 2m yr’ (6.6.66) 
92 = 一? 其 中 a、B 是 4 矢量 , 由 定义 式 (6.6.56) 确定 
Qa= (1—Z7X+7ry)p — ryp, P= -7r(l -yp + (1— ry)p. (6.6.67) 
(1)p=p=0 时 ,a=6=0, 
gl = —2m?~y*. (6.6.68) 
为 了 考察 A+ 费 米子 线 接 外 线 (yp 和 7 在 能 过 上 ) 的 情形 . 我 们 将 yy 移 到 最 
左边 , 将 y 移 到 最 右边 , 将 其 余部 分 用 ¢ 表 出 , 这 样 得 到 (6.6.69) 式 . 
(2) 一 般 情形 : 
91=—2{(1 — 2) HY A (1 ry) rf p+ 1)(l r+ry yy 
—(1— zy)(l — z+) 
+2m[2(1 — z)# — (1 — 2zy)gly" + 2my*[2(1 — zx)y 
+(1 — 27 + 27y)d) — 2m2y*. (6.6.69) 


| 二 汪 多 = p? =7mm2 时 , 由 于 分 母 p= 六 对 于 y 一 1 一 vy 对 称 . gi(v) 可 取 
[oly ) 十 91(1 一切 | = 9 


页 = 一 2(1 -2pYy (1 一 z)(2 一 了)( 的 4 一 太 T 的 
+2(1 — Zz+22y(l — vy)) (gy) (6.6.70) 
+4m(1 — z)(Wy + YD = 2m(l — zdyr — yd — 2m2yr, 
其 中 , g = p' 一 p. 详细 推导 请 参看 附录 6.6B. 


(6.6.70) 式 形式 复杂 . 为 了 应 用 方便 ， 我 们 计算 (P's)9u(Bs), (在 以 下 推导 中 
我 们 略 去 吉 和 ww 中 的 自 旋 指标 ), 利用 去 (py )# = (Pm, Mul(D) = fp (由 (3.1.30) 
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式 并 利用 (3.3.27) 式 得 到 关于 纪 的 式 子 . 注意 这 时 w 和 p 在 能 壳 上 , 由 pp 和 也 就 
能 定 出 ph 和 po), 将 (6.6.70) 中 的 qryrg 写成 $dy* 十 [9*,1) = 一 q2y* 十 24q*, 再 
由 了 pgu( 芒 = 0 得 


i(p uD =up uD lm (21 一 2 一 2+81 7))—29(1— z+ry(l—y)) 
Ha )(dy* — yu Dm m7)2 7) 2m(1l—7z)+0 
yu (Pm (4 -47 — 277) - 2g2(1 — 2 + x2y(1 —))] 


FaD) (Gy — 7 uD-mz( — 2). (6.6.71) 


下 面 我 们 考虑 发 散 的 抵消 项 . 从 (6.6.53) 式 


pA =zm + ryp + (yp )— zy — ya 


1 


"] 
可 以 看 出 (6.6.65) 式 中 的 发 散 项 = x /zdz 站 dylnpxw cc 
因此 , 我 们 需要 引进 一 个 与 yz 成 正比 区 抵消 珊 Cn。 最 简单 的 办 法 是 将 抵消 
项 定 为 -=A#(0,0) ~ y+*. 但 是 传统 的 做 法 是 当 p? = m? 时 要 求 抵消 项 Z5y* 满足 


uD) (A (p,p) + ZY )u(B) = (DAK(p, p)u(B) = 0. (6.6.72) 


在 添加 了 这 样 的 抵消 项 之 后 , 只 要 在 出 现 顶 角 修正 图 的 地 方 就 会 同时 出 现 抵消 项 ， 
使 得 有 圈 图 修正 的 顶 角 I*(p',p) 三 Y* 十 A*(p',p) 满足 
lim ip Tu = (DY (DD 

这 里 p? = p= m2?. 也 就 是 说 当 在 能 过 上 的 电子 在 受到 一 个 光子 的 很 小 作用 时 (gq 
很 小 ) 顶 角 rT* 的 作用 与 y* 一 样 . 

注意 : 这 正 是 实际 测量 电子 电荷 e 的 时 候 设 定 的 条 件 , 因为 我 们 认为 电子 形成 
的 电流 是 .7 = ,这 一 点 正好 能 满足 ( 详 见 附录 6.7B 中 “注意 ”项 ). 

下 面 我 们 推导 2 Zs 与 截断 参量 Aw 的 关系 . 由 (6.6.69) 式 

当 二 mm?,p' 二 p 时 我 们 有 gq = 0， 得 


i(Pgi(p, pu) =2PYy (Dm (4 — 47 — 2z2)， (6.6.73) 


当 万 E 7112 7 = PA 2 人 277712 十 (1 二 了 工 ) 和 2， 由 (6.6.65) 式 得 


有 -e2 /! (2 一 2z — z2)m’ 
a(PAR(p, PUD) = (PY up 872 . or r2n2 十 (] — 7)X? 


十 In(zx2m’ 十 (1 一 5 - (入 ”一 AM7). 


(6.6.74) 
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(2 一 27 — 22)m? i . 
Z3 = 二 六 Td7z {es 十 ln(z27722 一 (1 EF D2)] = (入 一 一 Ar ) 
e2 


~ ge 
8 Jo 


入 1 e? 2 
zdzln(z2 十 (1 一 2) i ) ~ 一 了 ln 和 My: 
(6.6.75) 


我 们 注意 到 , Zs 是 与 p 的 选择 无 关 的 , 也 与 顶 角 指标 / 无 关 . 与 (6.6.44) 式 


ef 2z(] + zr)m? BD 
Zs=— | dz(l1—z ln(z27n2 + (1 — rz)X 
7 / | lu we | | 


-NR (6.6.76) 


相 比 , 通过 分 部 积分 我 们 发 现 Z; = 2 证 明 如 下 . 令 好 二 a 得 


站 (28 = 272 一 253) 一 22(1 = £2) 
a 
2 gn? [ | Z2 十 (1 一 Z)12 


+ln(z?2+ (1 oz) )(2r 1)}— (XX — My) 


6.6.77) 
© / /qe 7) -2 2) _ 
~ 8m .ho z+ (1 —s)p 
Homeo2+0-a )} -0 — A 
第 二 部 分 积分 为 
1 
d(z2 一 z)jmn(z2 十 (1 一 z)12) 
ey (6.6.78) 
二 区 到 YN AR ss 
= onet (1 oOB- | de og 
由 此 得 到 
e2 一 272 十 Z3 一 273 十 2z2 十 (z2 — 2z)p2 ; | 
pp | 古 入 一 从 
2 全 872 二 到 十 代 一 站 AN2 | 和 
上 本 
ee 2 十 (2Z ZJ) =1 A2,) 
8r2 /io 7?2 + (1 or) | 
2 

Es ce Ee 2 2 二 

Bz , dz(—Z) = (和 一 Nr) = 0. 
(6.6.79) 


一 - 二 7 x = 
角 是 ~-eynywyp 4 现在 要 增添 的 顶 角 是 它 的 (+24) 倍 . 在 A (或 -A6) 中 要 法 
加 的 算 子 是 


由 于 在 A&(o,D 中 的 紫外 发 散 部 分 ~ 节 S m 入,， 原 来 的 拉 格 朗 晶 密度 之 中 顶 


A = -eZ yy A. (6.6.80) 
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对 于 (6.6.72) 式 重 整 化 条 件 ( 即 传统 的 QED 的 顶 角 修正 的 重 整 化 条 件 ), 由 
(6.6.65) 式 、(6.6.54) 式 、(6.6.71) 式 、(6.6.61) 式 及 (6.6.75) 式 , 顶 角 修正 为 


AK(p',p)=AL(p',p) 十 2 


党 /a zf dy 91(T,Y)p',p 
8r2 /o 0 2[z27022 一 Z2Vy(1 一 y)92 十 (1 一 zZ)X2] 


Sid es eh rm? 一 22 yO Pe + A 
7T2m?2 十 (1 7r)X rz2m? + (1 — 7)X? 


- (X= 2) 
当 3, 时, 此 项 ,0 


(6.6.81) 
顶 角 修正 lim、,， .> At (p/,p) = Ar(p',p) 是 有 限 值 , 与 截断 参量 和 vy 无 关 . 在 此 , 我 
们 不 细 算 其 结果 (可 以 用 积分 表达 ). 

下 面 考虑 在 p? = p? = m? 时 关于 (PAr(p',p)u( 妨 的 计算 .我们 有 如 (p')y = 
ma(p), 区 (六 = mu( 态 ,p? = 22 = m2. 对 于 满足 (6.6.72) 式 的 重 整 化 条 件 的 A4, 由 
(6.6.70) 式 和 (6.6.71) 式 , 并 注意 到 gy 一 y74 = [qvy* YA = 2iowqw 由 (6.6.71) 式 ， 
我 们 得 到 , 当 p? = p? = m? 时 ， 


= YD {m4 — 4r 272) 一 29211 — z+ zy(l 一切]} 
(6.6.82) 
+mialp’) )(dy* — yu (DI)| — mz(l— 7)| 十 0 
=i(p)y uD {dm (1 — ro 27/2) — 291 — z+ ry(l 一切]} 
—mz(l1 一 rT)U(p) (2ior )u (DP) gv, 


由 (6.6.81) 式 给 出 


a(y A (p, p)u(D) 


27722(] 一 并 5 )— gl — z+2ry(l —y) 
各 人 a 人 oy rT2m2 — 227(1 y+ (1 or) 


od 


2 » mA 
ji Mm : 多 Vy)q” + U r) ) (也 > (二 
72m2 4 (1 一 和)A? 了 27712 十 (1] 一 了 7) 和 < 
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mM)z(1 — z)gy 了 了 、 jp 
sf mae wo 21 jg i u(D) 


二 (一 Mz) 
NS 
当 33?, 一 cc 时 ， 此 项 -0 
ER ip gov 
三 ED (Fi(g) — 1)+ 要 
7 


当 g 一 0 时 , 第 二 项 为 ( 取 X2? 一 0) 


/a wi (a ) oul 
up )oru(P) gq, 
8r2 Jo yy — y)ga /mz gq?2/m? \ 2m > 


2 


e 1 1 一 
Ee ho (pe, 6.6.84) 
Ss | rs rm a oe, ( 


2 . 
gq—0 € 1 i Q 1 pe 
be i(p’')o pa = 37 om or (Vo v). 


Fs(q?)]u(B) — (XN — M7). (6.6.83) 


872 | 2n 


2 
其 中 , w= wu(Pe-i?r, y = i(p’)ei?'?, Q = i (6.6.84) 式 给 电子 的 自 旋 引 起 的 电磁 
矩 带 来 修正 , 说 明 如 下 . 
考虑 电子 的 流 wyr*w. 由 Dirac 方程 (9 一 eA 一 m)w 0, (i eA—m) =0. 
我 们 得 到 i 
== -ef)y， = i (6.6.85) 


j=By Y= ad Bh Bi a 叶 
1 人 1。， 了 1/ ba 2 pe : vv v | 
及 pA iy’0, ~ ey*y Ay)y + yiy’ Oy — ey 4)w| 
1 于 《一 
= pe ed — eAy)Y + vg (i0, — co 
2m 
Fe Ee 0 一 一 3 多 
om, 9 L 9 [ad | 
下 i Ll vk € L Lv vn j 
+ 可 5 下 ;4 |v| 
二 二 ， 1 a Pe 一 
2 {7 (iOr* ~ eAr)y + wy (i0" 一 co 十 直人 各 (Ou+0 vl 
~ 2m 2m 


Ee 1 
二 2 (V0 — eAF)yw+wy(—i0" 一 cA) 十 一 入 (Tory). (6.6.80) 
2m, 2 
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第 一 项 ~ pwr 是 一 般 自 旋 为 0 的 粒子 的 流 , 而 第 二 项 是 由 自 旋 带 来 的 流 , 代表 
由 电子 的 磁 甜 和 电 算 引 起 的 项 . 由 前 面 所 计算 的 量子 修正 , 修正 项 为 二 -站 ,总 共 
是 元 (1+ 分). 因而 电子 的 电磁 矩 常数 为 /= 1+ 并 ， 修正 项 称 为 Un 修 


正 . 这 是 单 圈 图 修正 . 
下 面 列 出 由 多 圈 图 给 出 的 电子 和 粒子 的 j 一 1 的 理论 值 与 实验 值 比较 , 实验 
值 为 


(4 一 Js = 1159652200(+40) x 10-22， (4 一 1 二 1159652222( 土 50) x 10-12， 


(1 — 1)K, = 11659370(+120) x 10-10， (1 — 1), = 11659110( 土 110) x 10-10， 


exp 


= 137.035963( 士 13) ” (由 Josephson 结 的 实验 测定 )， 


i 


(6.6.87) 
而 理论 值 为 
+ (0: CQ 人 [@4 - CQ 和 
-DE =05(2) -0328478966( 2 ) +11765(413)( +(C08+25)( 2 
区 区 元 区 
=1159652460( 士 127 4+75 “) x 10-12, 
一 一 一 一 
由 于 a 计算 误差 
(1 — 1)% =11659202(+20) x 10-10. 
(6.6.88) 


量子 场 论 的 结果 | -1 与 实验 符合 程度 在 电子 达到 7 位 有 效 数字 , 如 果 考 虑 到 j 原 
来 的 值 , 1 = (1 一 1) 十 1, 则 为 9 位 有 效 数 字 ! 

在 实际 测量 中 , 方法 是 把 电子 放 在 > 方向 的 磁场 B, 中 与 经 典 图 像 一 样 , 电子 
有 轨道 角 动量 1.. 测定 电子 的 轨道 角 动 量 1。 以 及 自 旋 角 动 量 s, 给 出 的 磁 矩 与 刀 : 
相互 作用 的 能 量 ， 它们 给 出 一 一 些 能 级 ， 当 Schwinger 的 量子 辐射 修正 不 考虑 时 , 按 
狄 拉克 的 理论 ， 和 bs = F(t , 因此 有 许多 能 级 对 /: 以 及 s: 是 简 并 的 . 比 


如 1 = 2, s, se 上 和 二 好 gs = 3 时 磁 和 矩 /> 相等 , 因此 能 量 应 该 相同 . 而 在 量 
辐射 修正 考虑 进去 之 后 , 这 两 种 态 能 量 就 不 相等 了 . 测量 正 是 测 出 这 个 差别 , 因 
此 相对 精密 度 很 而 虽然 m 和 e 的 相对 精密 度 只 能 达到 10-, 测 出 的 一 1 的 相 
对 精密 度 为 10-7, 所 以 j 的 精密 度 为 10-9, 比 m 和 e 的 精密 度 都 高 . 
6.6.4” 单 圈 图 重 整 化 总 结 

总 结 以 上 单 圈 图 的 重 束 化, 我 们 列 出 表 6.6.3. 

在 这 张 图 表 中 2 、 2 、25 、27 都 是 e? 量 级 , 原来 的 拉 格 明日 量 密度 是 (4.1.3) 
式 , 取 a= -了 
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表 6.6.3 
图 符号 添加 .i 项 


ITA“ (Kk) —Zo(AuOrO" Ay — Ajgr” O02 As) ST (Zo/A) PH F,, 


大 
了 

ws -i2(») Z1V (TT) + Z2V(z)( 记 一 mm)W(z) 
p! 


2 Ar(p’,p) —eZSsp (Ty YT) A (zr) 


1 : 7 1 
= Pw t+ dB -my + yp-eA) yy- (0 A,), 


(6.6.89) 

1 Lof 

在 加 上 抵消 项 A 后 变 为 
0 T+ of + AL 
1 es 
三 = + ZoF P+(l+ 2Z2) (9 — m)y 
< _ 1 

+Z1VY + (-e)(l + ZY VAL (7) 一 (0 An). (6.6.90) 


注意 : 在 这 个 式 子 中 , 我 们 要 特别 强调 的 是 , 虽然 2Z; 在 数学 上 是 一 些 依赖 于 截断 参 
量 的 发 散 量 ( 当 A 一 co 时 , Zi 一 co ), 但 是 从 物理 的 角度 来 看 , 由 于 物理 上 一 定 存 
在 一 个 截断 机 制 , 只 是 我 们 还 不 太 清楚 , 而 且 当 截 断 时 能 量 不 太 大 时 ，2; 实际 上 是 
一 些小 量 , 它们 远 小 于 1. 因此 , 在 今后 计算 中 , 我 们 总 是 把 它们 当做 小 量 看 待 . 与 
其 说 它们 是 发 散 的 不 如 说 它们 是 数值 不 清楚 的 小 量 , 重 整 化 理论 所 追求 的 是 与 这 些 
量 的 具体 值 无 关 的 结果 . 

我 们 改写 符号 , 令 1+20= 24,1+2Z2=1+25= 2Zy,m(l1+22)— 2Z1= 2, 
得 到 


2 -124 Fy + Zu (i — eA)y — Znwy 一 > (Or 4 )2 (6.6.91) 

虽然 这 是 由 单 圈 图 重 整 化 得 到 的 , 从 下 面 的 证 明 中 我 们 会 看 到 , 这 个 形式 对 多 圈 图 

重 整 化 同样 适用 . 在 形式 上 (6.6.90) 式 与 (6.6.89) 式 相同 , 只 是 系数 改变 了 . 它 的 系 

数 包 含 e? 量 级 的 “发 散 ” 项 . 这 个 拉 格 朗 日 量 , 它 的 二 阶 以 下 微 扰 都 是 有 限 的 .我 
们 可 以 将 它 与 实验 比较 , 发 现 与 实验 符合 得 很 好 . 

证 明 : 由 于 (6.5.4) 式 是 真空 极 化 图 的 普遍 形式 , 当 取 重 整 化 条 件 (6.6.21) 式 . 

旭 (6.6.24) 式 时 总 是 给 出 抵消 项 (6.6.27) 式 , (6.5A.8) 式 是 电子 自 能 图 的 普遍 形式 . 

当 取 重 整 化 条 件 (6.6.36) 式 , 即 (6.6.40) 式 时 总 是 给 出 (6.6.43) 式 形式 的 抵消 项 
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顺 角 修正 图 规定 条 件 (6.6.72) 式 为 重 整 化 条 件 时 , 我 们 就 得 到 (6.6.80) 式 . 这 也 是 
对 顶 角 修正 图 普遍 适用 的 . 再 由 于 Ward 恒等式 给 出 的 (6.7.20) 式 , 使 2。= 2Z4 普 
明成 立 . 从 而 对 于 多 圈 图 的 重 整 化 , (6.6.91) 式 也 普遍 成 立 . 类 似 地 , 由 于 有 (6.7.22) 
式 . 因而 对 于 以 p' = p= 0 为 重 整 化 点 的 方案 , 同样 有 22 = Zs, 所 以 上 述 结论 也 成 
由 (6.6.79) 式 可 以 看 出 : 有 22 和 顶 角 修正 中 的 抵消 常数 
2 的 紫外 发 散 项 相同 : Zo ~ 用 和 ~ 一 一 Te 一 一 (In 和 %j), 这 是 Ward 恒等式 的 一 个 结果 . 
在 引入 拉 格 朗 日 密度 .如 4 时 , 我 们 要 求 它 的 形式 能 给 出 自由 光子 场 和 自由 电子 
场 的 运动 方程 . 它 的 系数 的 确定 则 要 求 由 它 导 出 的 哈密 顿 密度 . 效 与 能 量 密度 一 
致 . 并 且 在 量子 化 之 后 给 出 正确 的 振子 登 加 形式 . 因此 久 中 的 4.，wa 是 测量 到 
的 物理 场 . 在 考虑 相互 作用 后 , 自然 会 出 现 发 散 困 难 . 因此 要 用 正常 化 手续 把 动量 
只 分 截断 或 者 其 他 方法 使 费 恩 曼 积分 做 一 些 修正 , 使 积分 变 为 有 限 (这 在 物理 中 肯 
定 会 出 现 截 断 机 制 的 , 只 是 我 们 不 会 知道 它 的 具体 方式 而 已 )， 然 而 当 截 断 参 量 趋 
无穷 时 费 恩 曼 积 分 还 是 发 散 的 . 我 们 接着 采取 在 拉 格 朗 日 密度 中 添加 微 扰 项 , 即 
抵消 项 的 方法 使 费 恩 曼 积 分 变 得 有 限 , 这 就 是 重 整 化 . 抵消 项 的 系数 是 与 截断 参量 
有 关 的 . 当 截 断 参量 趋 于 无 穷 时 , 这 些 抵消 项 的 系数 也 趋 于 无 穷 . 计算 表明 , 在 动 
量 截断 不 是 特别 大 的 范围 之 内 , 抵消 项 系数 还 是 很 小 的 , 因此 可 以 在 重 整 化 计算 中 
当 作 小 量 来 处 理 . 只 是 我 们 不 知道 它们 的 具体 数值 而 已 . 
在 重 整 化 之 后 , 拉 格 朗 日 密度 就 变 为 


由 2 
忒 = 了 T24F Fy + Zyy (i i — eA) )w — Zmy 山 一 2(o"4 


1 
二 一 了 24 Wa + Zu iB—m -evV2ZaA)y -二 (BA 4144) (6.6.92) 


有 
相当 于 (4.1.3) 式 中 a = = -5 而 在 6.6.90) 式 取 入 = 1]. oie 
丘 子 变 为 6.7C ) 


在 (6.6.92) 式 中 , m’ = Sm 人 一 志 . 这 个 式 子 的 规范 固定 项 为 -= A (on, A)”, 


, i( 和 —1) 
lpr 下 入 


hs ky/(k? 十 ie) 
Dr (k, A) = pe 
生生 各 化 请 又 会 使 变 为 X, 由 于 规范 不 变性 , 这 个 改变 对 散射 振幅 (5 矩阵 元 ) 
没有 影响 . 另外 , 在 这 个 式 子 中 , Z4，2Z 在 处 理 中 都 认为 是 很 接近 于 1 的 , 虽然 它 
们 部 是 发 散 量 . 我 们 可 以 认为 这 个 形式 是 量子 电动 力 : ep ] 日 密度 的 原始 形式 . 
这 个 形式 在 用 重 整 化 条 件 (6.6.24) 式 、(6.6.36) 式 、(6.6.72) 适当 地 划分 为 自由 部 4 分 
tj 相互 作用 部 分 之 后 , 由 微 扰 计 算 就 可 以 得 到 我 们 的 结 i 
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换 句 话说 , 如 果 我 们 用 原始 参量 m'，e' 并 且 用 拉 格 朗 日 量 (6.6.92) 式 做 微 扰 论 
计算 , 就 会 使 得 到 的 结果 与 用 m, e 作 参 量 并 引入 抵消 项 的 ( 重 整 化 后 的 ) 结果 相 一 
致 . 

再 令 w 一 VZAU， 4 一 VZ44，， 进一步 得 到 


和 X 
Y= "Ft+V(B—m eA)W — (0 A,). (6.6.93) 


这 个 形式 就 与 引进 抵消 项 以 前 的 形式 一 样 了 .， (6.6.93) 式 给 出 的 结果 与 (6.6.90) 
式 、(6.6.91) 式 的 结果 由 于 Z4、2Z 的 存在 会 造成 传播 子 和 多 点 函数 系数 上 的 (scale 
上 的 ) 差别 , 因此 两 种 拉 格 朗 日 量 密度 的 结果 会 有 与 这 两 个 发 散 量 有 关 的 系数 的 差 
别 , 所 以 我 们 还 是 认定 w, 4 才 是 物理 上 可 测 的 场 . 

在 物理 上 , 我 们 作 这 样 的 解释 . 场 量 4/,, ww 称 为 原始 场 量 或 裸 场 量 , 是 不 可 测 
量 的 . m/', e' 称 为 原始 质量 和 电荷 或 称 为 裸 质 量 与 裸 电荷 , 也 是 不 可 测量 的 . 这 些 不 
可 测量 的 量 与 可 测量 的 量 之 间 的 关系 与 截断 参量 有 关 . 而 4,， ws, e = VZae'. m= 
m’ 十 Sm 则 是 与 实际 测量 结果 相关 的 物理 量 . 其 中 根据 计算 


2 
Zl; 1 二 用- 


我 们 通过 重 整 化 手续 得 到 可 以 实测 的 有 限量 ?iv， 立 , Mw， 它们 是 相关 动量 以 及 
和 e 的 函数 . 在 6.6.3 节 和 附录 6.7B 的 “注意 ”中 , 我 们 说 明了 这 些 mm 和 e 对 于 给 
定 的 重 整 化 条 件 

gl。 DER (ly = 0 
以 及 


dD’ (p,p)u(D) = DY (p, PUD, m=p, 
就 是 实际 测 得 的 电子 质量 和 电荷. 
以 上 结果 对 多 圈 图 重 整 化 也 正确 . 
附录 6.6A 光子 A 名 的 计算 


我 们 有 


凡人 


附录 6.6A 光子 人 A. 的 计算 .171. 


人 AZ 一 大 2gHY 
= kk Me kr 2 gyiger 


= —(0*0" A,)A, (O00 Aj) Ayg”” (对 HV 不 求 和 ) (6.6A.1) 


在 积分 下 一: 6"Ap6+A :一 :0*Ap0、Avgr* : (对 pw 不 求 和 ) 
= ela -一 (DZ ， 


FF =(0rA’ -Br4n)(84 一 34 
=07 A’0, Av +O"Ar OA (6 6A 2) 


— (Or:A’O, A + 0" ArO, Ay) 
=2(0r*A’0, 4,) 人 2(0" Aj,Or A,) (对 Ey 求 和 ). 


以 上 推导 , 用 到 
(不 求 和 ): 


x Ds 一 QavB™ 


二 一 2 pH = ;{ 光 2p4Y 十 pm ”| 
及 


Hv 
= 2 {2p 插 2.p02 下 po 省 2p12 20p13 


HH<L 


F2923 + p00 十 pl 十 p22 + p33} 
=3{p + pT p+ p+ 十 


1 iv 
= 


HL 
| un 项 前 面 有 系数 +, 是 因为 这 个 顶 角 的 两 根 外 线 是 等 价 的 , 在 费 恩 曼 图 中 一 般 地 
全 出现 站 因子 正信 理论 中 出 现 的 身 因子 一 样 ) 
) p= {A HAD A} 


[a fa 


儿 Mv 
_20 了 Pr PF. (6.6A.3) 


AZi(z) = +20( 六 于 3 prt ) = 他 1 之 


HL 
- 般 形式 , 一 般 地 


虑 到 (6.5.4) 式 , 我 们 发 现 这 是 任意 阶 真空 极 化 图 的 


= 0 Fw (6.6A.4) 


A (多 ) 移 窑 极 化 一 
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附录 6.6B gi 的 计算 过 程 


由 
[y*,Y + = 29™ 11, (6.6B.1) 


(6.6.60) 式 给 出 
91 = —2pY’f + 2ml(# + BY + y+ 一 27 (6.6B.2) 
公式 a 二 (1 一 z 十 Xxy)p 一 Typ， B= 一 zx(1 一 y)p' 十 (1 一 zxy)p 可 以 写成 
Qa=(1— z+2y)(g+p)— ryp= (1— 2)p+(l -7+2y)g, 
B=—z(1 —Y)p’ +(1— zy)(p’ —9)= (1— 2)p' — (1— zy)q, 
并 有 


a+B=(1 -z+ry -ri+ry)p +(l ory— ry)p 


( 
(1 一 2z 十 2zy)p' + (1 — 2ry)p 
=2(1 一 zZ)p 一 (1 一 2zy)q 
2(1 — 7z)p+ (1 — 27 + 27ry)g, 
从 而 得 到 (使 y+ 左边 为 zw 与 4 的 线性 组 合 , 右边 为 p 与 g 的 线性 组 合 ) 
91=—2{(1 — 2) WY (1 zr) zg Wt+ (1 7) r+ ry 


(1— zy)(1 z+) + 2m[2(1 — 2)p — (1 22y)Gy" 


+2my*[2(1 — z)# + (1 — 27x+ 22y)¢ — 2m yr!. (6.6B.3) 
当 p?=p? = m? 时 ， 由 于 分 母 中 的 Pp 对 于 vy 一 1 一 y 是 不 变 的, 因而 可 以 取 
= 二 ikl 91 加 gl | 
六 守 2 5 而 使 积分 dy i =/ dy ie pie 其 吕 


1=—2(1— rpYy + (1 x2 一 zz)( 的 4 一 了 /0 的 
+2(1 — z+ ry(l — vy)) (dry) (6.0B.1) 


+4m(l — zz) + yD) 2m dy yd 2m 
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附录 6.6C ” 男 一 种 抵消 方案 


(6.6.65) 式 中 Inpaw ~ In(… (1 一 zx)X% 科 ) 是 紫外 发 散 的 , 要 消去 发 散 的 In(:… (1 一 
Jir) 项 , 可 以 用 某 两 个 固定 的 ph、po 来 取 抵 消 项 -A (pb,po), 其 中 ph、po 是 确 


定 的 点 . 最 简单 是 取 ps = po = 0. 
今 
A = AR(WD) — AK(# = =D= (1 tM, (6.6C.1) 


1 是 零 级 泰勒 展开 , 展开 点 是 yy = y= 0, 此 点 是 洛 伦 效 不 变 的 . 可 以 证 明 , 当 
Ai 一 cc 时 . 发 散 项 正好 消去 . 这 时 A = zm2 +(1 一 z)X2 .ol = 一 2m2y4, 抵消 项 为 


2 pl 2 
HK 一 至 ;从 三 QT os :m2 ye 2 
AR 人 = 多 NM a , ar{ [a FT 十 nlzr 十 (1 一 Z)A》 


一 [( 入 一 Am 上 


2 
= 33 Jn A 十 有 限 数 ]y* 


=—2Zi yr. (6.6C.2) 
对 于 用 p' =p==0 点 为 重 整 化 点 的 计算 , 当 p? = p? = m? 时 , 我 们 有 


A%(p',p) 


三 人 A 太 (PPD) + ZY 


rdr di? 1(Z, Y)p,p 一 7102/ 
8x2/h Jo 4 2(72m2—72y(1 -yg +r) (cmt+(l—7z)A) 
Tz2m2 一 220(1 一)92 + (1 — rv)X » ed 
~ : : 和 2 入 (6.6C.3) 
Ta rm? + (1 — 2)A? ( " A) 


意 , (6.6C.2) 式 给 出 的 如 与 (6.6.75) 式 给 出 的 不 同 ， 因为 它们 是 由 不 同 的 重 整 
化 条 件 给 出 的 . 对 于 以 一 Ax(0.0) 为 抵消 项 的 A, 由 (6.6C.3) 式 和 (6.6.82) 式 , 当 
A4 一 20 时 , (6.6C.3) 式 中 对 应 A% 的 项 一 0, 给 出 
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a(p’)[Ar(p',p) — A*(0, 0)]u(D) 
=2(p)Ar(p', p)u(D) 


2m2( (Ie) (yy) 
d d ee 
et 5 = y rT2m? — rz2y(1 — yq + (1 — 7r)X 


(—m?) rim? — zy (1 = yg + (1 = 72)X -， 
72 十 (] 一 z)》? 于 Z7102 十 (] 一 Z) 和 2 Wp yup) i 
(imjz(L ~ ou(P)or uP)g We 
Z2702 一 029(1 一 y)92 十 (1 一) 和? 


注意 最 后 一 项 , 即 如 (p')or*u(p) 项 , 形式 上 这 项 对 于 两 种 抵消 方案 是 相同 的 . 但 是 由 
于 这 个 廊 柴 中 的 m 和 原来 方案 的 m 与 实测 电子 质量 的 关系 不 同 , 所 以 到 这 级 微 扰 
为 止 , 两 者 还 是 有 区 别 的 . 特别 是 当 p? = p? = m?,p’ =p 时 ,a(P)Ar(p',pju(p) #0. 
这 就 决定 了 用 这 个 方案 , 参量 e 与 实测 电荷 不 相等 . 我 们 可 以 对 电子 自 能 -i50(y) 
进行 以 p= 0 为 重 整 化 点 的 计算 . 令 


-这 = -Epo + 这 Dly op + Fn 
=ar + bry + [-iSr(W)], (6.6C .5) 


其 中 , -Rk(W) 为 重 整 化 之 后 的 电子 自 能 , 而 且 有 Ward 恒等式 nm = Zo = 2 


附录 6.6D 关于 人 -和 矩阵 的 计算 与 公式 


关于 %- 和 矩阵 的 公式 (请 证 明 它 们 ). 

(1) 
(1} 二 :44, 
tr( 奇 数 个 7 矩阵) = 0， 
tr(35) = tr(YY5) = tr(Yyy5) = tr (WY NY) = 0. 
tr(h¥¢d)=4(a.be:d.—~a:cb.di+a:dc.:b). 
tr(ysh ¥ ¢ ¢) = dieagysaabacyds. 


(2) 
Yrfy" 三 一 2 办 
Yu Py* = da bl = 2(¢¥ + pH), 
Wf ¥ py" = —2¢¥¢, 
Yh= ya = (YY + 2g9")as = -dy + 2arl, 


M+ Yh = 2a: bl. 
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其 中 . 1 为 4x4 单位 矩阵 . 


J57 = 一 ?75 


共 16 个 线性 独立 矩阵 . 


附录 6.6E ” 当 取 重 整 化 点 为 p=p ==0 的 Zo 和 有 的 比较 
在 取 -这 (加 的 抵消 项 时 , 重 整 化 点 不 一 定 要 取 在 y= m. 最 简单 的 是 取 p = 0. 
雍 点 是 洛 伦 兹 不 变 的 . 这 时 , Ward 恒等式 给 出 的 关系 对 于 电子 自 能 的 发 散 常数 22 
和 顶 角 修正 的 发 散 常数 24 的 关系 最 清楚 . 以 下 是 相关 的 推导 . 由 (6.6.35) 式 , 我 们 
得 到 
oh e: 和 ， 。 
人 = La 人 dz[(1 — 7z)] mat 一 ZJ)p2 十 zmm2 十 (] 一 | 


2 _97(1 — 7x) a 
rs | dz[(1 — 7z)y zj 人 人 


8 区 一 ZX(1 一 Z)Dp2 十 Z72 十 (1 一 Z) 和 X? 
一 (和 一 AM), 
pe 2 | | 
2 二 >a(W) 一 dz(l 一 Z) [em 十 (1 一 | 一 (入 一 A 人 m) 
Oy 0 SA 0 
e2 "] 入 2 ,6E.2 
= 1 dzr(1 ~ zx)ln(z+(1— 7)—3) (6.6E.2) 


pA 


yo 


,1 2 
/ dzr(1 — xz)In(z+(1— z) A). 
0 


872 m 


注意 (6.6E.2) 式 给 出 的 Zo 与 (6.6.44) 式 不 同 ， 因为 它们 是 由 不 同 的 重 整 化 条 件 给 
出 的 . 考虑 


1 ey 
一 | dzr(1 — xz)ln(z+t+ (1 — 7£)7), (6.6E.3) 
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e2 


“27 


IU (A) — U(XMa)]. 
另 一 方面 , 由 (6.6C.2) 式 


_o2 11 i 、 
A% (p = 二 0) 一 Br [ | i 十 In(zm? 十 (1 一 Z) 和 X“) 


一 [( 入 一 mol} 
= (6.6E.4) 


考虑 


1 cs 
"= 上 rdz{ 5 Htmle+0-an (6.6E.5) 


= ww 
2 
则 如 = as[Y(A) 一 Vm)]. 得 到 


1 3 
其 中 , 4 =-/ dw 一 wntw 直 (1 一 zjr), 务 部 积分 得 


1 
A= -/ kd ld 一 Te 一 于) 十 (zz 一 zr?) n(x 十 (1 一 Z)7)| . 
0 ta 


和 十 (1 一 Z)7 
我 们 得 到 
1 
A+B=U-V= [ rdzx = 3 是 常数 , 与 ?或 者 XX7 无 关 . (6.6E.6) 
因此 , 有 V(A) - V(Aw) = TY(A) — V(XAm), 
O 
0 = A = (6.6E.7) 


这 个 结果 是 由 于 以 下 事实 . 考虑 单 圈 图 的 顶 角 修正 (6.6.45) 式 和 电子 自 能 单 圈 图 
(6.6.28) 式 , 可 以 证 明 
(ph — Pu)AR(p',p) = 上 — iTr(y) — [-iTa(y 路 (G6.6E.S) 


将 上 式 两 边 在 py = p=0 点 对 pi 取 偏 微 商 , 给 : 


Oo 
ARP(D = p=0)= -| (6.6E.9) 
及 


O 
® 人 


附录 6.6F ”电子 自 能 和 项 角 修 正 的 一 般 形式 “177 . 


Da(y’) = fp?) 二 THP0(2) = yp f (p?) + f° (p?), (6.6E.10) 


DO / i 本 , 
Bp RY ) et f1(0) + yf (0)(2p") 


H ? 
= 0) = YER) 


所 以 (6.6E.7) 式 必须 成 立 . (6.6E.8) 式 是 Ward 恒等式 的 一 种 最 简单 形式 . 

从 附录 6.6C, 附录 6.6E 我 们 看 到 , 以 jy = 0 为 重 整 化 点 进行 单 圈 自 能 图 和 项 
角 修 正 图 的 重 整 化 也 是 可 行 的 , 它们 也 满足 Ward 恒等式 . 但 是 这 种 方案 中 的 参量 
c.m 不 能 代表 测量 得 到 的 电子 电荷 和 电子 质量 . 它们 的 ww 和 4 也 与 实测 的 场 差 
一 个 有 限 数 值 因 子 . 因此 , 传统 上 不 采用 这 种 方案 . 


， +TP (0)2p*| ，， 
ee ”0 (6.6E.11) 


p'=0° 


附录 6.6F ”电子 自 能 和 顶 角 修 正 的 一 般 形式 


考虑 一 根 开放 的 电子 线 , 入 射 动 量 为 p. 其 上 有 顶 角 y“,…, 一 些 顶 角 是 开放 
的 ( 即 其 上 的 光子 线 是 外 线 ), 另 一 些 顶 角 连 接 一 些 费 米子 圈 , 费 米 子 圈 又 可 以 连接 
另 一 些 费 米子 圈 , 费 米 子 圈 上 也 有 些 是 开放 的 顶 角 , y%*,……. 注意 , 只 有 一 根 开放 的 
电子 线 , 其 余 电子 线 都 形成 费 米子 圈 . 它们 互相 连接 为 一 张 正规 图 ( 见 图 6.6F.1). 


本 ) 


图 6.6F.1 


我 们 假定 开放 顶 角 上 的 输入 外 动量 都 为 零 . 
我 们 用 费 恩 曼 参数 化 公式 计算 这 张 图 相应 的 费 恩 曼 积 分 . 分 母 可 以 对 各 个 人 ( 积 
分 参量 ) 进行 正 交 化 , 使 之 成 为 
(ai 十 a2k2 十 … :十 D， (的 线性 组 合 ) 十 0)”. 
而 积分 变 元 变 为 /Td 人 hk;. 这 对 于 线性 变换 总 是 可 能 的 . 经 过 wick 转动 之 后 , 分 子 
成 为 KK, 以 及 jy，… 的 连 乘 积 的 多 项 式 , 再 乘 以 它们 以 及 7 形成 的 多 项 式 
在 费 米 圈 中 给 出 的 trace. 
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我 们 先 求 这 些 tr. 用 > 矩阵 乘积 的 trace 公式 [在 ( 见 附录 8.5C, 源 自 Weinbers 
书 , 373 页 )] 奇数 个 y 矩阵 的 tr 为 0, 偶数 个 y 矩阵 的 tr 是 各 种 可 能 的 两 两 配对 
对 应 的 %“ 之 乘积 的 代数 和 ， 


soon yo=4 并 CI 
配对 方式 配对 

因此 , 对 费 米 圈 的 求 迹 给 出 ,p, 以 及 它们 与 ex( 对 应 于 y*) 作 两 两 内 积 之 后 的 求 
和 . 其 中 有 ;,p,g; 之 间 配 对 形成 内 积 , 比如 ki Rez, Ri Ra,kop,… .ki :Dp, 与 4 之 间 
配对 形成 该 动量 的 ) 分 量 , 比如 xY, 等 等 

求 迹 完毕 之 后 , 凡是 费 米 圈 之 间 光 子 线 相连 的 顶 角 都 在 求 迹 中 形成 内 积 比如 
kay 二 kikz, 凡是 费 米 团 上 的 顶 角 与 开放 电子 线 上 的 顶 角 连 接 时 给 出 比如 hs1 一 
入 ,出 现在 开放 电子 线 的 分 子 的 旋 量 #.… 中 间 , 把 yw 变 为 从 

最 后 得 到 一 个 多 项 式 , 其 中 每 项 都 由 上 述 动量 的 内 积 , 动量 与 9 配对 后 对 应 
的 总 … 的 > 分 量 包 ,,…， 以 及 这 些 动量 的 旋 量 K 和 主干 线 (开放 电子 线 ) 上 
的 开放 的 yw， 矩阵 的 乘积 . 由 于 kis = 3(0%wh + 此 7%) 因此 最 终 写成 所 有 电子 线 
上 开放 的 + 矩阵 () 记 及 她 ) 及 各 个 动量 对 应 的 动量 ## 类 的 连 乘积 (它们 不 能 交 
换 ) 以 及 动量 间 的 内 积 ni 它们 可 以 交换 ) 相 乘 得 到 的 单项 式 的 和 . 现在 光 了 
线 只 有 主干 线 上 不 同 点 之 间 成 对 地 相连 了 , 我 们 用 yf 二 -pyr 十 2ar 的 公式 
步 步 地 将 它们 挪 近 , ax 与 光子 线 另 一 端的 y 合 在 一 起 变 为 由 这 样 光子 线 最 终 
连接 相 邻 的 yx， 给 出 4， 最 后 , 主干 线 上 只 余下 原 图 的 开放 顶 角 9,y%, 我 们 
用 AB = -BA +24.BI 将 它们 移 到 最 右 端 . 在 移动 中 留 下 Kf, ,pi De 
gm ,gww 等 等 , 当 它们 出 现时 相应 的 + 矩阵 消失 . 再 将 其 余 旋 量 按 站 夏天 
的 次 序 排 在 一 起 , 乘 以 一 个 标 重 积 的 因子 . 由 于 jy = p21 把 二 人 2 
余下 一 个 #/ 或 没有 办 一 个 类 或 没有 天。 

下 一 步 是 对 k; 积分 . 在 四 维 欧 氏 空间 , 对 I 有 人 (或 没有 ), (R2)/, (Ki; p)". 还 
有 如 与 其 余 h 的 内 积 的 苗 次 . 我 们 有 一 个 定理 * 

277 
fw Te wj) ( 当 j 的 数目 为 奇数 时 为 0) 


3 二 | 
* 在 上 述 积分 中 
/ dkf(k?2) kL! 人 HA2 ... kL2m 


rT(D/2) 


> dDk hk2 gm= lm i 人 = ny 
/ Tk mpim 4 D7 em tk ) 
(2n 一 1)!! 项 


(由 此 可 推出 这 个 定理 附录 8.5D 源 自 R. Ticciati， Quantwn Field Theory for Mathematicians, 5. 
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在 收敛 时 等 价 于 


2 df(k2)[ 把 @ 配 成 对 (m 对 ) 之 后 各 对 (ai . oj) 连 乘积 
然后 对 各 种 可 能 的 配对 方式 求 和 ] x (k?) 
对 站 我 们 可 以 形式 地 将 它 写 为 yj (Y :此 (ka) 配对 得 ya = Yh. 利用 这 条 定理 ， 
我 们 在 ki 积 完 之 后 得 到 其 余 动 量 (p, ko,… ) 之 内 积 及 它们 形成 的 旋 量 . 顺 次 积分 
到 最 后 , 剩 下 是 也 的 mm 次, 与 7 pp 90000005 9 的 乘积 . 因此 得 到 
的 结果 是 y 的 函数 乘 以 由 太 ,g 必 ,5 Yy* 给 出 的 张 量 . 
当 没 有 开放 顶 角 时 , 给 出 汀 (p) = 守 ( 芒 , 当 有 一 个 顶 角 y+ 时 给 出 
Ar(p,p) = (Wp’ + fo(W)Y" 
= fa(PY H+ fa(W)Y 


当 p 在 能 壳 上 时 有 a 动 Ar(p,p)u( 六 = [mfa(m) + fa(m)]a(D)yru(D). 


6.7 QED 中 的 一 个 Ward 恒等式 


在 本 节 我 们 给 出 QED 中 由 电荷 守恒 导出 的 Ward 恒等式 的 具体 形式 , 由 此 我 
们 可 以 证 明 上 一 小 节 中 电子 自 能 和 项 角 修 正中 的 两 个 发 散 常 数 相等 : Z = 2 对 多 
圈 图 同样 成 立 . 在 QED 中 拉 格 朗 日 密度 为 


由 av 1 a 大 7 J 1 
2 = -IT i 0,A,)(Or A” 和 O 人 4 ) 二 wliy (0, 十 ieA,) ml]y, (6.7.1) 


考虑 场 量 的 变更 
6 = jie， 6 = iey, (6.7.2) 


.是 实 无穷 小 量 , 与 x 无 关 , 则 6.2 = 0, 而 且 daz 不 变 , 59w = 6Bw = 0. 根据 
Ward 恒等式 (2.4.5 式 ): 


i / do,, (7{(x = 3 job Al 4 ) + (6T{Ai1A2::…. An})=0 (6.7.3) 
Jav : Opn 


考虑 到 现在 六 = 0(0,j* = 50. = 0): 我 们 令 A1 = ww(W), 42 = Ww(2)， 得 


1 / do, gE ( OL Og 3 6 ) Woe)}) 了 (5TW( 人 (2 三 站 
.LODV Be OWan 


(6.7.4) 
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由 于 (6.7.1) 式 ij Nk 0, 我 们 得 到 


Owen OVWan 
ie 人 doy(—T{Y(z)Y Yr) VY V2))) + ieC(T{y (YY(z)}) = 0， (6.7.5) 
其 中 
= 如 果 四 维 面 9V 包含 y 而 不 包含 z; 
G4 4; 如 果 四 维 面 9V 包含 > 而 不 包含 vy; (6.7.60) 
0， 其 他 情形 . 
由 | 
4 de 4 三 | dzD A (6.7.7) 
DT dV 
得 到 
2 T{( WW) T(E)}) + [6 (rz—y) -6 (ro 2)(T{yv(W) (2) = 0. 


考虑 对 同一 点 z 的 场 函数 wy 取 正 规 积 , 将 方程 两 边 左 乘 / d4zeiltr， i : 
/ Et EA 
= Re —) —6(z — z)](T{Ya(y) pe(z2))}) 人 
=(e7 一 e “)(T{yo(y)We(z)}) 
我 们 在 附录 6.7A 中 证 明 方程 (6.7.9) 的 左边 的 有 效 部 分 为 
左 = 一 tamairser liSh(y 一 Zi)oa(Ad5(zizza2))iS4(za 一 >)ab 


四 
A aa 
(6.7.10) 
在 (6.7.10) 式 中 ， 人 已 ( zlzz2) 是 全 部 顶 角 修正 , 也 就 是 图 6.7.1 所 示 的 一 些 过 


程 的 总 和 . 
亚 % 站 化 
DD 因 % 油 芭 用 高 入 ry 


图 6.7.1 
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它 的 最 低 阶 是 
iDpyA(T1 — 7T2)Y ioF(zi 一 2Z)7Ai9p( 一 z2)37^( 一 ie)2. 


isfF(y 一 zx1) 是 全 电子 传播 子 , 即 如 图 6.7.2 所 示 . 


2 Tl y Ti 7 角 1 TI 
ij9 cr 一 六 ) = 十 一 十 


图 6.7.2 
在 费 恩 曼 积 分 的 推导 中 , 我 们 注意 到 , 如 果 保 留 某 些 顶 角 的 坐标 zj 不 积分 , 则 
费 恩 曼 积 分 的 求 值 中 只 需 将 相应 顶 角 x; 贡献 的 (2 了 )464(2P) 改 为 ez2P 即 可 ， 
对 动量 积分 不 变 . (当然 对 称 因子 计算 中 不 能 认为 这 些 顶点 之 间 可 以 交换 而 给 出 同 
个 费 恩 曼 积 分 值 了 ) 我 们 得 到 (对 dlz 分 部 积分 ) 


i sd 
= | dizd'rdrrailue™ | ra pad (daa 


"dpi dp2 i et 0 
2 ip1Xx A Hn | i(p2—p1)T ip272 : ik(zT2—z) 人 
x | SE | Be" (pn pe er ew | re isk) 


i ， 3 和 
4 .7 ilz ds BR 一 ip(2 一 工 ) .Cr/ H dk —ik(z—2z): Q/ 
+| d 尺 1 PY liSE (Waa’) ToB / (3x) We JiS%(K) a 


(Qn 


(6.7.11) 
其 中 . pi 是 从 A* 中 流 进 zi 点 的 各 动量 之 和 , ps 是 A* 中 流出 zz 点 的 各 动量 之 
和 . 由 于 动量 在 各 个 A* 内 线 上 是 守恒 的 . 因而 在 和 A* 中 流入 z 点 的 动量 为 pz 一 pi. 
我 们 得 到 


左 =il, | dd4zd4rid4zroeirtl+Pi 一 P2)eizi( 一 PTpjerzt 一 ATpa) X 十 …， 
Hi 1 2 


da4pl dips dip dk 
< 人 i 和 六 Re 4 xd4 
= f ema + pi 一 p2)(27)464(P — p1)(27) 064(k p2) a7) [on) (on) (Qn 


x iS (WA (pipa)iSs (hk)]ave PY tt? 


{ 4k 2 / 。 Cr 一 iPy 十 i 大 > 
OP OT (2n) 6 (pk + DLSh(W) YS (Wone mut 


Da ipy+ti(p+!)z 71 
= / PE - isr(2 (有 十 Di 和 (了 二 由 aoe (6.7.12) 


27)4 
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(6.7.9) 式 右边 的 值 是 
右 = (eily — ellz)iSh(y — z)ab 


= or) [ Gh Dp 7 (iSh(W))ave ?ly ?) 


27)4 
3 i Dvtins (Sg (W))o 一 ， py 人 ee 
=-/ Te e 一 ipPy 十 i(P 十 1)z (iS4( (十 及 )。 e 一 ipy 十 iLP 十 1)z =(i94 ( 芒 )ob 
Tn 
(6.7.13) 
考虑 到 y、z 是 任意 的 , 得 到 
(iSE (WT *(p,p+ DiSE(W +h)) = iS£(# +f) —iSE(W), (6.7.14) 
-luT' rp,p+l)= SEW) — SE (y+h). (6.7.15) 
由 (6.7.15) 式 两 边 取 9/614, 得 
‘yy a 0 % 二 O _ m/v i 
Tp pt) = Sr V+ = Sr WM = pp) (6.7.10) 
由 附录 6.7B 中 (6.7B.1) 式 , 得 
SW = 4 上 7] 
(6.7.17) 
=#—-m— D1— “三 Wj 一 mm 
由 于 各 级 电子 自 能 2i, ?2 .… 都 是 四 的 寡 级 数 , 2' 是 它们 的 和 , 满足 


O O O 
3 Cny = n Cn 二 一 ， 
Opy Opv "Cnt 一 过 pe (6.7.18) 


= 2 Cry + 十 py ee 


给 出 
O 
(DD) Bp Wu = Cnnm" (DY uD 
9 (6.7.19) 
A RI 
因而 有 


a(DA "(pp)u(D) = -u(y ul vad 7 Z1 二 (6.7.20) 
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(6.6.72) 式 中 给 出 的 2, 与 (6.6.43) 中 的 22 相等 , 是 这 个 式 子 的 最 低级 给 出 的 结 
果 ， 

刃 一 方面 . 考虑 以 p = p= 0 为 重 整 化 的 点 的 情形 , 我 们 由 (6.6E.11) 式 有 (这 
个 式 子 对 一 切 >(y) 都 适用 ) 


0 0 


Bp Wp (6.7.21) 
因而 有 g 
A*(0,0) = -YEW + Eoly se (6.7.22) 
16.6E.9) 式 是 此 式 的 特例 . 
从 以 上 分 析 可 见 , 对 本 文 用 的 两 种 重 整 化 条 件 , 到 任何 微 扰 级 都 满足 
2 (6.7.23) 


由 于 不 同 级 的 i., 对 。 的 需 次 是 不 同 的 , 又 由 于 对 于 (WW) 的 重 整 化 常数 , 22 是 
与 在 能 过 上 的 p( 即 p? = m2?) 的 选择 无 关 的 , 因此 满足 (6.6.72) 式 的 顶 角 修正 的 同 
级 顶 角 修正 At 的 22 之 和 5;24; = 24 也 与 p 无 关 , 且 与 顶 角 指标 j 无 关 . 


附录 6.7A (6.7.10) 式 的 推导 


心 


G = (BolT{: wa (Z)7a6Wa(2 ;) : Waly) wo (2 :)}| Bo) 


其 中 , w(x).… wa(y) 等 是 海 森 伯 绘 景 中 的 算 子 , (B|,1B) 是 边界 态 矢量 . 由 费 恩 曼 路 
径 积 分 得 


” = 本 = sf 4 /fo CO 
G=N-! BVDVDAYa (TN ga (TL) WalYy) Wo(z) x el de (ti) 
JB 


边界 条 件 B 是 由 (B| 和 |B) 确定 的 . 我 们 展开 eiJ 各, 将 G 写成 
5 2 
G=N-! | ‘x | 十 (一 i) fata) 十 二 [et 
B 4 
六 jz 人 | HT (TI )H1 (5) 十 … 了 dro (6.7A.1) 


其 中 , .7 = 一. 色 , 它们 由 场 量 随时 空 的 变化 确定 
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根据 费 恩 曼 路 径 积分 公式 ，G 可 以 写成 算 子 表达 式 (6 = -如 中 不 包含 
少 , 少 ,4, 因而 可 以 放心 地 这 样 做 ) 


G=N-I(BIT{:Va(z)nkewe(z) : 3 La 
n=0 
A (i 7 
二 (BIT{: Valn) Ba)( f die 2 (2)" YB) 


这 正 是 熟悉 的 微 扰 展开 . 考虑 Go 为 


co-(alr{ : fw) | 9) _ NT 人 opeyohel dia (ot) 
n=0 


当 取 边界 条 件 为 Ho 的 真空 态 (0|, |0) 时 , Go 表示 真空 图 之 和 , 而 G/Go 表示 没有 
真空 图 的 图 的 和 ” 
它 的 有 关 算 子 用 费 恩 曼 图 表示 如 图 6.7A.1 所 示 . 


pA AN 


0 


在 此 图 中 , 只 要 把 空 圈 配对 完成 , 就 给 出 一 个 非 零 项 . 由 于 费 米子 线 只 能 形成 
圈 或 者 由 z 出 发 到 y 终止 , 所 以 由 z 出 发 到 y 终止 的 那 根 费 米子 线 有 两 种 可 能 
(A) 这 根 线 与 通过 z 点 的 线 有 连接 (包括 由 光子 线 连接 ). 
这 根 线 与 > 点 没有 任何 线 连 接 . 
因此 得 


G = (4) 4 8), (6.7A.2) 


我 们 先 讨论 (A). (A) 也 包括 两 种 情形 , 一 种 (A1) 是 由 > 出 发 的 电子 线 通过 ,. 
对 这 种 情形 也 有 两 种 可 能 , 一 种 是 在 x 点 切断 电子 线 , 就 可 把 y 和 : 分 开 (没有 任 
何 线 连接 它们 ), 这 就 没有 项 角 修 正 图 , 最 多 只 包含 电子 自 能 图 , 否则 即 含 顶 角 修 正 
图 . 男 一 种 (A2) 是 z 到 y 的 电子 线 由 光子 线 间接 与 x 相连 . 当 只 有 一 根 光子 线 . 
由 此 电子 线 出 发 , 就 形成 一 个 真空 极 化 图 A4. 对 其 余 情形 , 即 含 顶 角 修正 . 对 有 项 

* 我 们 在 (6.7.9) 式 右边 也 作 同 样 的 考虑 , 因此 在 算 55 的 (6.7.13) 式 中 也 不 考虑 真空 图 , 因而 (6.7.9) 
式 在 没有 真空 图 的 层面 上 是 严格 相等 的 


附录 6.7A (6.7.10) 式 的 推导 . 185 . 


| 我 们 总 可 以 在 电子 线 zy 上 找到 zk 和 x 满足 如 下 条 件 : 将 zi 定 为 
这 样 一 点 , (从 电子 线 前 进 方向 看 ) 在 它 之 后 切断 费 米 子 线 , 就 能 隔 开 yy 和 z 点 , 而 
sez NT y 和 zz 点. 将 za 定 为 这 样 一 点 , 在 它 之 前 切断 费 
米子 线 . 就 能 z 和 >, 而 在 它 之 后 切断 , 并 不 隔 开 > 和 z ( 即 z 和 z 之 间 可 沿 
费 恩 曼 图 由 一 a 点 ), 如 图 6.7A.2 所 示 . 


图 6.7A.2 
zlzz2 就 给 出 A* 的 图 *, yzi, zz 就 构成 费 恩 曼 传 播 子 15%. 这 就 是 


(A)=iSE(y — XA (rizr2)iSE(r2 一 2) 
HS (yy — 2) SF'(s 2)+AA (6.7A.3) 


其 中 , 第 一 项 给 出 (6.7.10) 式 左边 的 项 , 第 二 项 是 不 含 顶 角 修正 的 图 的 贡献 , A4 是 
包括 一 个 光子 的 完全 传播 子 II*^(z,… ) 的 图 . 

再 讨论 (B), 在 这 种 情形 y 和 > 之 间 形 成 传播 子 , 而 经 x 点 的 费 米 子 线形 成 费 
米子 圈 ， 


(B) = 三 i9r 一 Z) x F*(7) (6.7A.4) 
自 于 ITAA(z,: 0 F(x) 是 包括 经 过 z 的 费 米子 圈 的 , 由 第 6.4 节 关 于 费 米子 痢 
ena en (6.4.8) 式 ) 
php) =0 
CT 
0 11 和 6 7A 5) 
-一 IT (7 三 (6.7A.5 
OTH 
+ 总 之 A 是 一 张 有 三 根 外 线 的 连接 图 , 其 中 两 根 是 电子 线 (一 进 一 出 )， - 根 是 光子 线 (标号 为 1), 这 


水 连接 图 中 任意 切断 一 根 内 线 时 ,仍然 是 一 张 连接 图 (这 种 任意 切断 一 根 内 线 时 仍然 是 连接 图 的 图 称 为 正规 
图 ). 
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因此 , A4 和 (B) 对 (6.7.9) 式 左边 无 贡献 . 
在 第 6.7 节 的 公式 和 附录 6.7A 的 公式 中 , i5%(y 一 xz) 是 全 费 恩 曼 传 播 子 (参见 
附录 6.7B), 它 包括 费 恩 曼 传 播 子 和 相关 的 电子 自 能 (图 6.7A.3), 也 就 是 


y I 


y rT Y I 
十 十 es 


vy 让 4 I 2/ 落 


图 6.7A.3 


符号 记 ' 和 A 也 分 别 代 表 全 电子 自 能 和 全 顶 角 修正 . 


iS'p(y—2) = 


附录 6.7B ”电子 的 全 费 恩 曼 传 播 子 


由 图 67A3 ( 令 i190 = 一起 二 志 )， 我 们 可 以 写 出 电子 的 全 费 轧 曼 传播 子 在 动量 字 
间 的 式 子 
i191.(p) =190.F 00( i 180(-D jd (i jlo 千 … 十 90(—B2jig 
+190(—i>2)iSo(—i21)iSo 
+iSo(—i21)iS0(—i>2)iSo 十 iS0(—i22)iS0(—i2?2)iSo SE 


1 
(iS0)-1 十 ip; 十 这 2 十 …… 


等 号 是 由 于 


(6.7B.1) 


1 
A—B 
这 个 式 子 称 为 Dyson 等 式 . 
(6.7B.1) 式 中 D1, 2 是 一 些 连接 的 自 能 图 , 而 且 切 断 任何 一 根 内 线 , 仍然 
是 一 张 连接 图 , 这 称 为 正规 图 . 
注意 到 当 添 加 电子 自 能 的 抵消 项 之 后 , 这 些 抵消 项 给 出 的 贡献 也 要 出 现在 总 的 
传播 子 5 中 . 由 (6.6.36) 式 


=A-1+A-1BA i!+A-1BA-'1BA-!+..., 


—iDrp(W) = ant+br(# —m)— i n(W), 
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出 现在 S54 中 的 应 该 是 
SF(p) 
0 
HB—m+ictlidp, 一 aR — br —m))+ liYR, 一 ap — brRs(p—m)] + 
二 1 (6.7B.2) 


fm+ict+iDh — an — bn(y—m) 
1 

一双 十 让 十 这 PR 
其 中 . i'n 是 (jf 一 m) 的 二 次 以 上 究 次 . 由 于 i’g(W)u( 罗 = 0, 5%(p)-1w( 态 一 0, 因 
此 . S%(p) 以 y 一 m 为 极点 . 也 就 是 当 p? 一 m2 时 , 矩阵 # 一 m 十 ie 十 2/R 没有 北 
元 素 . 

注意 : 在 物理 测量 中 , 这 极点 就 是 实测 的 电子 质量 . 从 这 一 点 我 们 可 以 看 到 , 当 
取 j= m 为 重 整 化 点 时 , 5'R 是 由 实测 的 m 表达 的 . 在 单 圈 图 重 整 化 中 我 们 详细 
作 了 推导 , 在 多 圈 图 中 也 一 样 . 

从 测量 过 程 来 考虑 . 测量 电子 质量 和 电荷 总 是 用 静电 磁场 对 自由 电子 作 测量 
涉及 的 是 如 图 6.7B.1 所 示 的 费 恩 曼 图 , 其 中 4A。xt 是 测量 用 的 外 电磁 场 . 


qd A 


: 


图 6.7B.1 


这 是 一 张 顶 角 的 图 形 , 它 与 测量 有 关 的 , 可 能 项 角 上 还 有 光子 和 电子 的 传播 子 
的 圈 图 修正 ( 见 图 6.7B.2), 由 于 -这 (Ju(p) = 0, ap)(-02( 力 = 0, 电子 自 能 图 可 
以 忽略 . 

如 前 所 述 , 对 于 电子 外 线 为 自由 电子 时 , 光子 部 分 的 修正 , 对 重 整 化 的 Ti, 误 
匡 的 数量 级 为 (从 单 圈 图 的 结果 估计 , 见 (6.6.22) 式 ) 

ip) ~ 2, 这 在 实际 测量 中 数量 级 之 10- 


m2 
质 角 部 分 是 一 个 复杂 的 结构 , 也 就 是 一 个 7 矩阵 加 上 项 角 修 正 . 这 部 分 之 中 的 7 一 
六 的 贡献 由 重 整 化 条 件 (6.6.72 式 ), 即 
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2 


图 6.7B.2 


uDALu(D) =0 (6.7B.3) 
保证 这 个 顶 角 总 是 相当 于 一 个 y* 和 矩阵, 这 结果 与 圈 数 无 关 . 
另 一 部 分 是 p' 与 p 不 等 价 造成 的 偏差 ( 见 图 6.7B.3). 这 一 部 分 从 单 圈 图 的 结 
果 分 析 , (6.6.84) 式 第 二 项 


2 


Be” 如 人 0 _8 
~ 一 一 二 一 一 字 10 
382 mm 2T m 人 
2 2 
€ 
第 一 项 更 小 , ~ 因此 可 以 忽略 . 


图 6.7B.3 


对 于 其 他 不 能 归结 到 顶 角 的 图 , 由 量 纲 分 析 能 标 就 会 出 现 或 更 高 次 , 因此 
当 gq 一 0 时, 也 可 忽略 . 比如 , 图 6.7B.4( 它 是 收敛 的 ) 


ee / dk i i 
) Qn -komtic 一 天 一 从 一 下 十 ic 
i 一 i 


六 
pK- dmiie’ i 


(6.7B.1) 
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唯一 的 标 度 是 m， 


i 
m (27) LL Es ee 
Re (人 a 
hk 上 m? m m m 
m2 


它 与 4 相关 的 部 分 ~ 二 (与 4 不 相关 部 分 应 该 与 测量 无 关 ) , 在 理想 情形 , 即 测量 
用 的 外 场 g 一 0 时 , 这 些 都 可 以 忽略 . 

注意 : 对 于 自由 电子 在 测量 电子 电荷 时 , 测 得 的 电子 电荷 与 参量 e 的 差别 就 是 
PTww 和 的 差别 . 由 (6.7B.3) 式 , 当 7 = p 时 两 者 是 没有 差别 的 . 男 一 方 
面 . 当 p' 关 p 时 由 于 被 测 电子 得 到 的 静电 场 的 动量 p 一 p = g 很 小 ,对 p 了 关 Pp 给 
[4(p/,p) 带 来 的 误差 可 以 忽略 (与 这 一 点 相 比 较 , 在 附录 6.6C, 另 一 种 重 整 化 点 给 
出 的 顶 角 修正 就 不 满足 这 个 条 件 , 因而 在 那里 参量 。 就 不 等 于 实测 电荷 ). 综 上 所 
述 . 我 们 可 以 认为 参量 m 就 是 实测 的 电子 质量 , 参量 e 就 是 实测 的 电子 电荷 , 至 少 
是 在 理想 条 件 下 测 得 的 电荷 . 这 就 是 我 们 为 什么 要 把 重 整 化 点 取 在 p? = p? = m”， 
日 对 开 ,A 用 传统 方案 取 抵 消 项 的 原因 ， 


附录 6.7C ”光子 的 全 费 恩 曼 传 播 子 
考虑 真空 极 化 图 6.7C.1， 
ye iD pg, (KTS (k)iDrs pa (KTS (KiD ys nolk). 


AN 
1 


基 中 ,HA 和 TY 是 正规 图 . 我 们 可 以 把 它 写 成 矩阵 形式 
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Ha 


H3 


图 6.7C.1 


(A)jipe = (iDFIl1iDFI2iDE), pe 


这 个 结果 可 以 推广 到 多 个 真空 极 化 情形 . 对 于 光子 的 全 传播 子 D4,,,(k), 与 电子 的 
完全 传播 子 类 似 可 以 得 到 


iDE,,(k) 
= {Da 十 iDPF(UI 十 II 十 …)iDP 十 iDP(III 十 II2 十 .…) 


XiDP(HI 十 Ho 十 :DR 十 }pw 


1 a 
| 一 (II rz 二 [rs 二 | 
和 河 1 
人 下 


在 这 里 I 是 所 有 真空 极 化 正规 图 ( 即 连接 图 并 且 切 断 任何 一 根 内 线 , 仍然 连 
接 ) 的 和 . en ta nt ITL;(k) 就 有 相应 的 抵消 项 
一 Tio = 一 tIL(k), 给 出 重 整 化 后 的 传播 子 


~) a 1 可 
Dp lk) = | | (6.7C.1) 
其 中 | 
l Ne 
(iDF)jy 二 (5 十 ) > lig(k? 十 ie)] jw: 
I 的 一 般 形式 为 
II (k) = (RE 一 gr RR?) FE), 
其 中 , f(k) 当 大 一 0 时 也 趋 于 0. 因此 有 
当 k 一 0 时 , D5(k) 一 De(k). (6.7C.2) 


为 求 逆 和 矩阵 , 考虑 方程 


(Qgnw 十 DA ag’? + bok"k?) = gh 一 0 
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/ 1 
导 到 aa = 二 、 DB= 一 六 
Sle a pb a(a 十 DK2) CE 
[iDp)- — DD = ER2 +ie) + RZF(K)] gr 一 FE) Eee， 
一 一 -一 


a b 
可 以 得 到 
1 


wp fk) 
二 二 二 机 下 gu 十 | 2 


(6.7C.3) 
这 就 是 重 整 化 后 的 光子 全 费 恩 曼 传播 子 ， 现 在 考虑 一 般 规 范 固定 项 _ 人 (0x4,)? 
时 的 光子 传播 子 , 这 相当 于 加 一 个 微 扰 项 . 如果 在 推导 中 把 II 换 成 微 护 A2 = 
(3 ) 040 (204,). 在 人 空间 对 应 为 i(A - 1)k* 如 ，i 是 由 于 微 扰 展 开 式 


中 的 至 = iA, 去 掉 = 汪汪 机 站 玉民 会 多 出 2! 因子 . 代入 得 到 
—i( 和 和 —1) 1 


= jh : Es lea A 3 Pn CC 
A i P= MT FN I * i ie)’ 


给 出 
A= 1 bk, 
Dew 二 页 站 二 
A=1 kky (6.7C.4) 
gw Te 和 A 正二 
k2 十 ie 


这 就 是 一 般 规范 围 定 项 时 的 光子 费 恩 曼 传 播 子 ( 重 整 化 前 ). 


6.8 ”关于 红外 发 散 


在 电子 自 旋 和 项 角 修 正 的 计算 中 , 涉及 到 光子 传播 子 Drww(k) 在 空间 的 积 
分 .这 个 积分 当 一 cc 时 的 发 散 称 为 紫外 发 散 ， 灾 们 用 重 玫 从 的 方法 解 交 它 由 
F Drolt = 二 2 当 一 0 时 有 奇异 . 因此 对 空间 的 积分 在 一 0 时 发 表 
这 当然 会 导致 散射 概率 的 发 散 , 这 种 发 散 称 为 红外 发 散 . 当时 我 们 引进 一 个 小 的 正 
参量 入 > 0, 也 就 是 认为 电子 有 一 个 小 质量 , 把 Dj,(k) 修正 为 


—igjw 
k2—A 和 +ie 
然而 . 在 最 后 的 结果 中 会 出 现 一 个 正比 于 In 和 的 项 . 这 就 是 红外 发 散 项 . 在 费 恩 竖 
分 计算 中 上 述 对 大 的 积分 是 把 fo, Ri,k2,ks 都 从 -oo 积分 到 +o%， 就 是 说 并 不 
要 求 上 满足 条 件 成 = 记 ( 光 子 不 在 能 过 上 ), 这 种 光子 称 为 虚 光 子 . 


DB Fi (大 ) = 
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由 虚 光 子 参加 而 产生 的 红外 发 散 困 难 是 如 何 解决 的 呢 7 人 们 发 现 当 有 相互 作 
用 时 , 在 作用 前 和 作用 后 电子 还 可 能 放出 实 的 光子 , 这 种 实 光子 的 能 量 可 以 非常 小 . 
一 直到 趋向 于 零 . 如 果 计 算 这 种 包含 实 光子 发 射 的 过 程 , 散射 概率 对 发 射 光子 动量 
的 积分 当 一 0 时 也 是 对 数 发 散 的 ， 而 且 这 种 实 光 子 的 红外 发 散 与 上 面 虚 光子 的 
红外 发 散 正 好 抵消 . 所 以 如 果 计 算 散 射 概率 时 同时 考虑 到 有 虚 光 子 参加 的 部 分 ( 即 
圈 图 部 分 ) 和 有 实 光子 出 射 的 部 分 , 则 总 的 散射 概率 没有 红外 发 散 . 

关于 电子 自 能 部 分 , 由 于 重 整 化 条 件 的 设 定 , 使 它 在 连接 电子 外 线 时 有 a(p)iS% 
(p) = Zp)iSp(p) = Hp) Tic 这 个 结果 把 红外 发 散 部 分 消除 掉 了 , 我 们 要 解 
决 的 只 是 与 顶 角 修正 有 关 的 红外 发 散 . 以 下 我 们 就 包含 顶 角 修正 最 低 阶 的 红外 发 散 
消除 做 些 分 析 . 考虑 电子 与 电子 的 散射 , 它 的 原始 图 是 图 6.8.1. 散射 振幅 表示 为 费 
恩 曼 图 4; 和 4s 的 函数 5o = f(41) + 了 (42). 


D2 D1 D2 D1 


50= 十 =f(Al)+f(4,) 


pa Ds pa Ds 
图 6.8.1 


包含 实 的 出 射 光子 的 最 低 阶 修正 是 在 4A1 + 4，。 上 的 外 线 部 分 生出 一 个 出 射 光子 (图 
6.8.2): 


CQ2 


Qa 


图 6.8.2 


我 们 把 图 6.8.1 中 的 四 根 费 米子 外 线 分别 标 为 a1,oaz,as.oas4. 则 可 以 把 图 6.8.2 


6.8 关于 红外 发 散 .193 : 
中 的 八 项 写成 
2 4 
Fa=(A1+A2)(a1+ast+as+as)= (4) 0), (6.8.1) 


一 1 


对 应 的 散射 振幅 5> 可 以 分 为 八 项 . 
为 一 方面 . 包含 虚 光 子 的 最 低 阶 修正 的 散射 费 恩 曼 图 可 以 写成 


中 
F=(Ai+ A2)[l+ F(a 十 ae 一 ac3 二 ae 十 2aQliao2 十 2Q1Q3 十 2Q104 


十 2Q2Q3 十 2Q2Q4 十 2a3soadj] 


2 4 
三 (>》， Ai)(1 十 bp Gram 三 Po 不 hn, (6.8.2) 
l=1 m,n=1 


其 中 , 表示 有 一 根 虚 光子 线 的 图 , a? 表示 在 第 一 根 费 米子 外 线 上 有 两 个 点 , 中 间 
连接 一 根 虚 光 子 线 , aias 表示 在 第 一 根 ai 与 第 二 根 费 米子 线 as 上 各 有 一 个 点 ， 
中 间 连 接 一 根 虚 光子 线 , 如 此 等 等 . 这 里 的 系数 只 是 为 下 文 做 准备 , 在 这 里 没有 意 
义 . 对 应 于 和 五 的 散射 振幅 5 和 51 分 别 有 2 和 20 项 , 其 中 一 共 包 含 20 
张 费 因 曼 图 . 图 6.8.3 对 应 的 是 4ialias, 42Q103， 5 4aasas, 4ianas 它们 是 51 中 
的 一 部 分 费 恩 曼 图 ， 如 果 我 们 能 够 证 明 由 忆 对 应 的 光子 出 射 ， 其 动量 很 小 的 部 
分 ( 称 为 软 光子 ) 它 的 散射 概率 ~ | 55|2ds 天 (注意 |92|? 总 是 涉及 到 中 的 两 张 图 ) 
正好 能 抵消 $ 中 (对 应 于 到 中 那 商 张 图 的 ) 虚 光 子 的 红外 发 散 部 分 , (这 部 分 在 对 
积分 之 后 最 后 也 归结 为 对 三 维 的 让 的 积分 ) 则 在 最 低 阶 情形 下 的 红外 发 散 困难 
就 可 以 解决 了 ， 下 面 我 们 就 分 步 证 明 . 首先 我 们 证 明 , 当 出 射 软 光子 时 ,散射 矩阵 


5 和 55 的 各 项 可 以 因 式 化 , 各 条 费 米 子 外 线 分 别 对 应 /6 ee zp ) (对 出 射 费 


ee 


米子 线 )， 动量 为 p = pm = Di,D2， 或 者 


/三 Di 三 D3: 0D4， 


2 1 2 1 2 FE - 1 
1 3 4 3 ! 3 1 8 


图 6.8.3 
我 们 先 研究 出 射 软 光 子 . 考虑 图 6.8.4. 
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图 6.8.4 


A 对 于 52 而 言 , 出 射线 上 多 一 个 软 光子 出 射 点 , 散射 振幅 有 如 下 改变 ， 


ee ely + Tm il/ 站 . (6.8.3) 
(27 a (p’ 站 一 7I02 十 ie 


当 7 在 能 这 上 时 有 


(p+k)2—m =p? +2pk+k m=2pk+A pk= Puke. 


为 方便 起 见 , 我 们 可 以 略 去 不 相干 的 因子 es , 当 太 之 p' 时 可 以 略 去 分 子 上 
的 k, 上 述 项 变 为 


oa 归 
(270)32wx ap )7v 27 大 十 入 十 ie (6.8.4) 
又 由 
yD +m) = + my + 2ips, up) +m)=0, (6.8.5) 
得 到 


2ep ne 
2 i )3 人 十 入 rE . 
“et 7) 本 到 2 人 十 入 十 ic VY wk em "( 5 (3+i) 


(0.8.0) 


这 里 ==1. 类 似 地 我 们 可 以 推导 入 射电 子 线 上 的 出 射 软 光子 ( 见 图 6.8.5) 
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图 6.8.5 


m (一 ie 二 KK) + mm)Yyv 
ed -m+tie VE ik 27 Bj (p) 
(6.8.7) 


人 + m)Yy m 
一 让座 半 花 27)3wp Y (27 rj 


i(g+ mY 三 iv( 一 四 十 人) 十 2ipv， (—y#+m)u(p) = 0, (6.8.8) 


由 


给 出 


2epy 
ul(p) ul el ;加 三 一 1. 
(27) i —2pk 十 入 十 ie 十 入 十 ie (27 i p+n (Sr+ie) l 
十 7( a + ie 


(6.8.9) 
因此 , 对 于 软 光子 出 射 , 不 管 从 入 射电 子 线 上 出 射 还 是 出 射电 子 线 上 出 射 , 总 是 在 
站 其 ， 1 WmEPm E . 
ee 个 1 因子 , 对 于 入 射电 子 线 ， 
Drmk + nm 2+i) 
1 二 一 1, 对 于 出 射电 子 线 , 7 = 1. 
对 于 软 光子 出 射 , 我 们 得 到 


1 i 
S2v(K -2 Df wana 2 fom (A))), 


Tm ED (6.8， 10) 


其 中 


f(am(k)) 一 入 
pmk + Nm(5 十 je) 

f(A) 是 与 图 Al 相关 的 散射 振幅 ， Prmv 是 Pm 的 [4 分 量 ， 在 这 里 大 是 出 射电 TT 在 
能 过 上 , 因此 ko = wh = V 妇 十 入 
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对 于 软 光 子 出 射 , 出 射 的 元 概率 是 号 


doa = 》 S2,(k)SY(k)d3k, (6.8.11) 


考虑 到 因子 当 分 母 非 零 时 是 实数 , 我 们 发 现 对 软 光 子 出 射 , 其 散射 概率 
是 没有 软 光子 出 射 时 的 概率 乘 一 个 因子 ， 


Aoz = Aoo | hr Di am(k ba oO (6.8.12) 


A 下 面 考虑 虚 光 子 . 对 于 图 6.8.6 所 示 的 虚 光 子 , 在 出 射电 子 一 端 有 ( 虚 光 子 
出 射 ) 


alp) = a) io 
ay yr es (6.8.13) 
0) ti 
| 大 
5 
图 6.8.6 
在 入 射电 子 一 端 有 (这 时 虚 光 子 方向 仍 取出 射 ) 
0 ep 


因此 ， II 只 要 把 原来 的 宅 阵 元 乘 以 因子 
2ep’, + O(k) 、 2epy + O(Kk ig,, 
We hd 4 佳 + ) 
3 或 三 3， 然后 和 以 站 了 的 传 撞 子 有 5 二 二 对 
维 习 积分 , 这 时 要 注意 , 光子 线 的 两 端 一 定 有 一 端 出 射 , 男 一 端 入 遇 因此 要 把 内 
9 我 们 在 本 问题 的 处 理 中 将 光子 分 为 四 类 ; 标量 光子 和 三 个 空间 方向 的 光子 . 求 和 时 用 治 伦 兹 不 变 式 . 
对 ” 求 和 , 根据 G-B 方法 , 这 与 用 极 化 矢量 方法 的 结果 一 致 ， 
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于 中 的 天 反 号 . 也 就 是 我 们 要 计算 , 比如 对 于 出 射电 子 线 与 入 射电 子 线 上 用 虚 光 子 
连接 (入 射电 子 线 上 的 光子 大 要 反 号 ), 就 要 计算 


} 1 1 1 1 
/ (22 一 入 十 ie(p 十 有 2 一 022 十 ie(D 十 大 )2 一 702 十 ie 
x(epy, + O(K))(ep” + O(kK)) BK) 


d3k /dko 1 1 (6.8.14) 
=/ (27)3 / (27) (Ko 一 wk t+ ie) (ko t+ wr — ie) (ko — ko1)(ko — ko2) 
1 
Ne 
(Ko — Kk61) (Ko 一 k02) 


其 中 ,8( 习 在 及 二 0 时 无 奇异 以 下 分 析 表 明 , 对 于 虚 光 子 只 有 二 -二 移 梳 上 
对 红外 发 散 有 贡献 
分 析 : 我 们 来 分 析 由 (p' 十 ?一 m2 十 ie, (p 一 Kk? 一 m2 十 ie, hk? 一 入 十 ie 对 于 
i 的 零点 ,以便 得 知 当 虚 光 子 取 / 六 在 对 ko 积分 之 后 的 结果 . 在 对 5S1( 即 有 
- 根 虚 光子 线 的 振幅 ) 的 hi 积分 中 , 51 是 hi 的 负 二 次 军 以 下 , 所 以 对 如 在 实 轴 
上 的 积分 总 可 以 添加 上 半 平 面 的 大 半圆 或 者 下 半 平 面 的 大 半圆 而 变 为 回路 积分 , 然 
后 用 留 数 定理 给 出 结果 


(P 十 到)2 一 mn2 十 ic 


一 


=(po+ko)? — (+k 一 mm2 十 ie 


(6.8.15) 
=[(po + ko) + V(B+R)? + m2 —ie][(po + ko) — V (7+R)2 二 mm2 一 训 
= [(po + ko) + (P+E)2 + m2 一 ie][(po + ko) — V (7+ 及)2 十 72 十 ie/]. 
对 于 ko 而 言 , 有 两 个 零点 : 
1 = VP+R2+m ie po, kor=—V(P+k)?2+m?+ic—po, (6.8.16) 


第 直 壹 点 在 实 轴 之 下 , 第 二 个 零点 在 实 轴 之 上 . 第 一 个 零点 当 |51,|h| < m 时 ,由 
J = 万 “十 7104 :有 


27: 大 十 有 2 


Vp 二 所 2 十 m2 = 人 十 712 十 2 有 .大 十 12 兰 po 十 VP 


(6.8.17) 


由 此 得 
_ 2p .K+ (6.8.18) 
27)0 


ko1 会 
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我 们 称 之 为 小 模 零 点 ; 本 
Ko2 = 一 2D0 一 ee 十 ie， (6.8.19) 
270 
我 们 称 之 为 大 模 零 点 . 
对 于 (p' 十 有 ?一 m2 十 ie 的 分 析 类 似 : 
koi 空 和 一 ie， Kos = —2p0 一 2 十 ie. (6.8.20) 


因此 , 如 果 虚 光子 是 从 2 线 上 出 射 , 再 从 了 线 上 入 射 , 如 图 6.8.6 所 示 , 则 我 们 可 以 
选择 上 半 平 面 的 大 半圆 , 在 积分 ko 中 避 开 ko 和 kj, 对 于 ko 和 局 。 由 于 它们 的 
绝对 值 比 2m 还 大 , 使 虚 光 子 传播 子 中 妨 = 民 一 忆 =m? 一 如 在 |k| 很 小 时 非 奇 
异 , 这 样 在 对 有 积分 时 不 会 有 红外 发 散 . 然而 当 出 射电 子 线 与 出 射电 子 线 上 用 虚 光 
子 连接 时 , 我 们 就 不 可 能 避 开 所 有 的 电子 传播 子 分 母 的 小 模 零 点 了 . 

当 出 射电 子 线 与 出 射电 子 线 上 用 虚 光 子 连接 时 (图 6.8.7), 就 有 积分 


大 


wD a DPI 
D1 p 
图 6.8.7 
. d3k /器 1 1 1 Bi 
nO 
(2r)3 ) (2r) k2— A+tie(p —k)2—m?+ie (pt+ hk) — m+ie \ 


这 是 因为 虚 光 子 是 一 端 (py' 端 ) 出 而 从 另 一 端 ( p” 端 ) 进 . 
我 们 分 析 (6.8.21) 式 分 母 的 零点 . 


(1) Bk Atic= [ko— (VR + A ie)][ko + (VE + A— ie)): 


(2) (po — ko)? — (V(p” —R)? + m2? ie)? 


= [po 一 Ko 一 (人 (p” 一 人 )2 十 m2 一 ie”)] 
(6.8.22) 
x [po —ko+(V(P” —A)2+m2? 一 ie' 
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= [0 十 Ko wm 


因此 , 对 于 ko 而 言 , 有 以 下 零点 . 


(1) ko1 =Vi2TTA-ie，jos= 一 Vi2 十 入 十 ie'; 


一 Sg 


(2) ko =p0 — VD” R24+m2+ie, ko = po + Vp hk)? + m2 一 ie 


(3) kl = —p) + (PD +R)2 + m2 i’, kb = —pb— (7 + Rk)2 + m2 十 ic/ 


(6.8.23) 
其 中 ,ko1, ko2, 1, ko 都 是 ~ |L, 称 为 小 模 零 点 . ks,k0s ~ m 称 为 大 模 零点 , 大 模 
零点 不 会 在 | 有 一 0 时 形成 红外 发 散 . 
eed 将 会 圈 进 ko1, ko 两 个 小 模 零 点 . 


) 对 ji， 让 ho 给 出 天 = (wk 及 ,并 使 电子 传播 子 的 分 母 可 简化 为 (一 2p 及 
和 ( sw 这 是 由 于 p’ 和 p” 都 在 能 达 上 , (6.8.21) 式 的 分 母 成 为 


i2( 几 一 iej((P 一 外 2 一 mm2 +ie)((p 十 外) 一 mm 十 ie)， (6.8.24) 

i 与 光子 传播 子 分 子 -io 中 的 -i 相 乘 得 1, 最 后 分 母 可 写成 
(2wk — ie)(—2p k)(2p'k), (6.8.25) 
正好 与 软 光 子 出 射 时 差 一 符号 ( 软 光子 出 射 时 , 对 于 电子 线 都 是 出 射线 或 都 是 入 身 


线 时 27 大 和 2p'k 前面 的 符号 是 相同 的 )! 


.dk Re 
2) 对 于 极点 好 ， 2 给 出 分 母 为 


~ (ke2 — RK2 A+ie)(ko, — kb1)(2po -ol — ko1)(2p0 + 2k01). (6.8.26) 


F 面 计算 表明 , 由 这 个 天 = (多 让 ,给 出 的 它 的 实 部 是 没有 红外 发 散 
的 , 为 此 我 们 做 下 列 推导 . 


. 200 . 第 6 章 重 整 化 (一 ) 量子 电动 力学 单 圈 图 的 重 整 化 


(6.8.26) 式 的 因子 ko 一 1 的 精确 表达 式 为 


RK2 +iec 一 (一 pb 十 V pp 但 十 27. KR+ Rk2 — ie) 


=a— Vb— Ve 2ie 
= . 5 / 天 2 
人 
2p0 2p0 
a 
Ei 
(6.8.27) 
改写 
me/A = 
z 十 2ie= | + ck? + 2ie 
m 
=uk cos0 + chk? 十 2ie， (6.8.28) 
令 cosg0=7z 得 
z+ 2ie = ukl(z+ ek)+idl. (6.8.29) 
由 
上 
— 二 PoC— inxod(7), (6.8.30) 
多 十 1 六 
得 
(P ) — ixd(z+ ek) 6.8.31) 
一 一 一 | 名 .QQ 
2 十 2ie wk z+ek 人 


其 中 , P 是 主 值 (在 积分 中 使 用 , 代表 自分 母 为 0 的 点 对 称 地 进行 两 边 积分 , 再 求 

和 ). 注意 到 " 甫 大 二 1/ db dcos9k?dk. 图 6.8.7 的 费 恩 曼 积分 中 与 总 ,相关 
J0 —1 

的 积分 为 


/ d3k [e2pip”” 十 大 (Ecos0 ksingcosw,ksingcosw) 
(2m)3 (ke — k2 一 入 士 iej(z 十 iej(2p8 — ke: 一 居士 ie)(2p0 十 2K0 一 ie) 


! 211.1 1 人 1 
> kdk— (Po — ino(rx Jk 人 
(on) jsp/ dk ee iro(zr 十 co) xL (2 


王石 十 72， (6.8.32) 
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其 中 , O( 启 ) 是 分 母 的 第 一 项 给 出 的 因子 ， 


1 
dk dk 
hi~ lx irP——— -一 cl .8. 
1 | i=/® [ dz ~ k= 二 有 限 ，(6.8.33) 


I = —nix ee (6.8.34) 


因此 , 1 中 第 一 项 是 收敛 的 , 不 带 来 红外 发 散 . 

a 的 确 有 红外 发 散 , 但 是 它 的 系数 为 xi, 是 纯 整数 , 因此 对 最 低 阶 散射 概率 没 
有 贡献 . 以 上 是 关于 两 根 电子 出 射线 上 用 虚 光 子 连 接 的 情形 , 两 根 电子 入 射线 情形 
相似 . 分 析 完 毕 口 

到 这 里 为 止 , 我 们 证 明了 只 需要 考虑 虚 光 子 中 由 传播 子 一 的 极点 给 
出 的 红外 发 散 贡 献 . 其 贡献 如 下 所 述 . 

1) 对 于 图 6.8.8 的 过 程 


CC 
|# 
图 6.8.8 
散射 振幅 为 
“~ d3k 1 2epv2ep7 | d3k 1 eb i 
: Al) 三 pte ”f(A), 6.8.35) 
其 中 

vy 一 2 ep” 6.8.36) 

Howe ) pk pk 人 


我 们 对 比 软 光 子 出 射 部 分 (6.8.12) 式 , 给 出 的 因子 为 


~ d3k 1 py = " d3k 1 2 ] ep” 6.8.37) 
(27)3 i fy (a( (k))f” (a ‘(k)) | (27)3 Dw ( pk (中 (6 1 


正好 抵消 , 也 就 是 有 


f(a(k)f’ (a'(k)) = -ova "). (6.8.38) 
2) 对 于 图 6.8.9 的 过 程 
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图 6.8.9 


虚 光 子 贡 献 为 


d3k 1 2ep 2ep dk 
= | Bs ou) ()F(A) 


(27)3 2wk 2p'k —2p"k 、 (27)3 2 人 


考虑 软 光 子 出 射 部 分 (6.8.12) 式 , 给 出 的 因子 为 


dk 1 / WA AN dk 1 ep, ep 
| Gr Fe (OD) = fs 


这 两 项 也 抵消 . 也 就 是 有 
faa®)= f(a) "te 


(3) 对 于 图 6.8.10 的 过 程 


Di = p 
图 6.8.10 
虚 光 子 贡献 为 


d3k 1 ep ep ， 加 d3k 1 > 
/i x f(Ai) = / 入 fw ) (A1), 


而 软 光 子 的 贡献 为 Aoo 乘 一 个 因子 ((6.8.12) 式 ) 


d3k 1 RR d3k 1 epi1v ep” 
下 fo (i)) (a(t) =] i (号 ) ( 扫 ) 


(6.8.39) 


(6.8.40) 


(6.8.42) 


(6.8.43) 
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也 相抵 消 . 图 6.8.9 和 图 6.8.10 的 分 析 , 对 虚 光 子 在 同一 条 入 (出 ) 射电 子 线 上 时 也 


正确 . 


我 们 再 回顾 软 光子 和 虚 光 子 的 费 恩 曼 图 . 对 于 软 光子 , 根据 推导 52, = 


f(A2) (f(a) 十 … 十 万 (ad)) 而 dos = 5 | lsas¥las, 因此 有 


dos=|f(4 IAA f Ho) + floes) + flos) + fouled) 


d3k 


A 汗 二 ss 二 六] | 


(f(A1)+ 


=|f(A1) + 7142) /on 4+ floa)(f’ (a) + + (0a) 


dk 
(27)32w4 


因为 f(ai) 均 为 实数 . 我 们 得 到 
本 | hari (> ro) f* (os)). 
对 虚 光 子 有 
CA 到 | dh Dowoh) +iN) 


其 中 , 由 (6.8.35) 式 ~(6.8.43) 式 , 有 
flowoy) = —fu(ou)f" (6), i# 
(06.8.46) 式 中 的 iN 表示 (6.8.34) 式 的 页 献 . 
因此 , 51 十 50 对 应 的 散射 概率 为 
del = |f(A1) 十 42)? Fa+25 5 f flewo)) ) 


v 12<] 


因为 gy 的 相位 为 实数 . 总 的 散射 概率 为 
] 


dl 十 dos = doo 一 f(A 站 *( 42)| (2 js kf,( (Vi (aa J) Tan) 


(6.8.44) 


(6.8.45) 


(6.8.46) 


(6.8.47) 


(6.8.48) 


(6.8.49) 


而 有 一 根 虚 光 子 线 的 图 请 中 的 图 ox 是 电子 自 能 图 , 由 于 重 束 化, 使 piSi(p 
和 与 没有 0 即 自 能 图 时 一 - 样 ， 所 以 也 中 的 Ov? 对 de 没有 页 献 . 于 


由 一 7 十 je 
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好 ,在 瓦 中 当 入 射电 子 线 与 出 射电 子 线 用 虚 光 子 连接 时 , 形成 一 个 顶 角 修正 图 . 而 
在 重 整 化 过 程 中 , 我 们 要 加 一 项 ~ 22Tj 计算 证 明 , 4; 和 A 各 自 有 两 处 顶 角 修正 . 
一 共 四 项 , 正好 抵消 软 光子 的 》 f(ai)f"(ai) 的 贡献 (红外 发 散 ). 


证 明 如 下 : 如 图 6.8.11 所 示 ， 


p 
图 6.8.11 
对 顶 角 修正 A (p’, p). 
我 们 要 求 
A,(p',p) = Ap(p',p) 一 20Tr (6.8.50) 
满足 以 下 重 整 化 条 件 : 当 p 在 能 过 上 时 有 
i(p)An(p, p)u(p) = 0. (6.8.51) 


这 条 件 给 出 的 2Z; 与 在 能 过 上 的 pz 无关 . 因而 由 重 整 化 条 件 , 有 
i(p)A(p, Pp)u(p) = Zu(p) Yu(p). 


所 以 2 在 虚 光 子 的 小 部 分 的 贡献 为 (由 于 > 和 p' 均 在 能 过 上 , 2Z5(p) = 25(p)) 


1 i 1 pp 2 d3k 1 pp a 
Se / (2 Dk DROR « / 7) Duk (PE) PR) OY 
( 见 (6.8.36) 式 ). 
因此 , 当 使 用 A,(p',p) 代替 Aj,(p',p) 作 费 恩 曼 积 分 时 , 有 


gp 1 1> 
up A (p', pu(p) = pA (p',p) 一 52Z2n1 一 52 2Yn]u(p). (6.8.53) 


_ 3 
ap A (P,Pp)u(p) =(p ) Yu(p) x | S 2 


pup 1] Byp” 1 pp wp 
x - ,SD ) 
(ss 2 (PpR)PKE) 2 (pKR)CPR) 2 
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第 一 项 正 是 图 6.8.8, 即 (6.8.35) 式 对 应 的 项 , 后 面 两 项 正好 与 由 dos 中 给 出 的 多 余 


项 相抵 消 . 因为 nt fk a)f” a 等 于 


(~pv)(-—p") 
到 27) 5 人 


dd 1 ‘ )(pY) 
到 全 A)3 2wk ( 人 )(p'k) 
注意 在 dol 中 (6.8.54) 式 要 乘 以 2, 理由 与 (6.8.48) 式 中 第 二 项 中 出 现 的 “2” 相 同 . 
因此 , 正好 抵消 . 
我 们 还 须 考虑 相 空 间 . 原来 的 问题 Pi,pa 出 射 , ps,ps 入 射 . 设 入 射 不 变 , 我 们 
如 来 


pf0 一 看 三 12 (6.8.55) 
p20 — 2 = m2, (6.8.56) 
pi0+ p20 三 P30 十 P40， 让 十 D2 二 D3 十 D4， (6.8.57) 


共 6 个 方程 . 因此 , 对 任何 p. ps = ps 十 ps 一 p1 完全 确定 , 而 且 还 有 对 六 有 额外 要 
求 . 对 任何 万 方程 (6.8.55) 确定 Pio, 方程 (6.8.56) 就 给 出 对 疡 的 额外 要 求 , 即 元 
只 有 两 个 自由 度 . 简 而 言 之 , 当 zz 确定 时 , pip2 是 8 个 变量 , 自由 度 是 8 一 6 = 2. 

现在 回 到 有 光子 出 射 问题 : 设 软 光子 大 的 3 个 分 量 是 任意 的 , 由 pz = pa 十 Da 一 
D1 一 大 p2 同样 完全 确定 . 
由 方程 (6.8.55) 确定 pio, 方程 (6.8.56) 成 为 


(p30 + p4o — p10 — |k|) > +D4 一 六 一 大 )2 = = 人 


全 (730 十 P40 一 IR| — VP1+m 22 一 ( 翅 十 有 所 一 六 一 大 )2 = m? (6.8.58) 


同样 对 却 的 3 个 分 量 有 一 个 约束 条 件 , 页 有 两 个 自由 度 , 这 与 没有 光子 出 射 
时 是 一 样 的 . 但 是 这 个 约束 与 上 有关 . 也 就 是 当 ps,pa, 让 确定 时 , 方程 数 和 变量 数 
ij 上面 相同, 因而 自由 度 仍 为 2. 

例 ”考虑 质心 系 一 条 直线 上 的 问题 

以 上 说 明 , 弹性 散射 和 有 一 个 光子 出 射 的 情形 , 相 空间 的 自由 度 相同 . 添加 更 
多 光子 出 射 时 情况 相同 . 

到 此 为 止 , 我 们 证 明了 弹性 散射 (ps,p4 一 p1,p2)+ 有 一 个 虚 光 子 线 的 散射 的 概 
钦 dg 与 有 一 个 光子 出 射 (p3,ps 一 1,p2,k) 的 概率 doz 之 和 do 十 do2 是 没有 红外 
发 艇 的 . 只 要 光子 ( 虚 光 子 和 实 出 射 光 子 ) aa 下 限 和 充分 小 , det 十 do2 与 入 
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无 关 . 在 dcs 中 当 只 考虑 出 射 光 子 的 动量 在 和 、 和 和 < 之 间 时 , 也 就 是 当 在 整个 事件 
中 只 考虑 pl 和 ps 的 能 量 之 和 与 p3, pa 的 能 量 之 和 的 差 在 和 、 及 以 下 时 , 这 样 的 do， 
只 是 前 面 dos 的 一 部 分 , 而 这 时 dci 二 dos 就 是 符合 条 件 p10 十 p20 一 p30 一 p40 < 和 > 的 
概率 . 这 个 概率 是 以 mA、 的 形式 出 现在 计算 结果 中 的 . 当 A、 一 0, dcl 十 dos 是 发 
散 的 . 这 是 因为 在 和 以 下 直到 和 (一 0) 的 天 空间 的 积分 都 抵消 掉 了 , 然而 在 和 以 
上 的 积分 部 分 只 有 虚 光 子 有 , 而 出 射 光 子 部 分 因为 不 符合 pio 十 p20 一 p30 一 p40 < 入 >. 
所 以 没有 计 入 . 这 部 分 虚 光 子 的 积分 ~ In 入 >. 这 也 就 是 说 , 当 和 A 一 0 时 , 这 个 结 
果 是 发 散 的 , 是 趋 于 无 穷 的 . 事实 上 , 当 和 A、 一 0 时 , 即 要 求 计 算 不 放射 软 光 子 的 散 
射 过 程 时 , 散射 截面 是 趋 于 零 的 . 在 这 里 的 无 穷 大 只 是 表 观 的 , 因为 这 里 只 是 一 级 
微 扰 . 举 一 个 比方 说 , 下 列 级 数 4， 


A=e “=1 一 Z 十 


当 z 一 co 时 , 4 一 0. 但 是 如 果 只 取 一 级 微 扰 , 就 会 得 到 发 散 的 结果 . 关于 这 一 点 . 
在 Weinberg 的 《The Quantum theory of Fields》 中 有 更 深入 的 分 析 . 


第 7 章 重 整 化 (二 ) 重 整 化 的 BPHZ 方案 


7.1 单 圈 图 重 整 化 与 泰勒 展开 


以 上 我 们 研究 了 单 圈 图 的 发 散 以 及 它们 的 重 整 化 , 下面 讨论 一 般 情 况 ， 首先 ， 
以 QED 为 例 , 我 们 说 明 单 圈 图 的 重 整 化 方案 在 多 圈 图 的 许多 情况 下 必须 进一步 修 
下 . 然后 , 给 出 一 般 情 况 下 在 动量 空间 的 费 恩 曼 被 积 函 数 的 重 整 化 方案 和 收敛 定理 ， 
同时 证 明 这 个 方案 在 各 级 重 整 化 中 的 相 容 性 ， 这 个 方案 是 Bogoliubov, Parasiuk, 
Hepp 和 Zimmermann 给 出 的 , 称 为 BPHZ 方案 . 我 们 讨论 Zimmermann 给 出 的 抵 
消 项 相当 于 在 A 中 加 进 什 么 力学 量 项 , 从 而 给 出 可 重 整 化 场 和 不 可 重 整 化 场 的 
区 别 |. 

在 前 面 的 单 圈 图 重 整 化 中 , 我 们 发 现 抵 消 项 的 形式 实际 上 是 图 值 I, 即 费 恩 曼 
dd qa 的 泰勒 展开 , 展开 的 初 值 可 取 在 k= 0( 光 子 )、y = m( 电 子 ), 等 

:. 重 整 化 后 的 值 就 是 a 级 (d 是 表 观 发 散 度 ) 泰勒 展开 的 余 项 ， 


FT( 重 整 后 的 值 ) = (1 t4 )T， (7.1.1) 
其 中 


ji 宇 | ask (ga hy), n= /aas -各 Je) (7.1.2) 


抵消 项 = -4 T, 是 g 的 多 项 式 . BPHZ 方案 的 展开 是 以 动量 =0 为 初 值 进行 的 
以 0 为 基点 的 泰勒 展开 是 这 样 定义 的 ; 
当下 区 虽 定义 


@ 1 0 0 
FY (( = | 十 
f(k)= f( )) 十 y= Ok f(k) k=0 2 [ Ok, Ok, f( ) k=0 | 
和 
-一 A)| : 
1 记忆 1k, 2 k, of Ok Oh,, a ( ) k=0 
当 旗 安 了 定义 
tif(k)=0. (7.1.4) 
定义 余 项 : 
(1 — tI) fk) = fk). (7.1.5) 


其 中 , f(k) 是 上 的 d+1 次 以 上 的 函数 . 
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例如 , 对 IIY(k) 的 重 整 化 过 程 我 们 可 以 换 一 个 观点 看 . 
已 知 : 
(0) = /some 有 n(n) = /aamrale 有 (7.1.6) 


回顾 第 6 章 (6.6.24) 式 ,HA(E) = (1 -tI TI (k) = dim Ti”, 考虑 到 泰 
勒 展开 是 对 证 进行 的 , 与 积分 变量 ov 无 关 , 因而 可 以 作 下 述 推导 


8 1 8 8 
(2)TTAZ TkY HC_Tr 
iD 各 (一 IO 二 避 基 区 (四 | _ 5 “| 07 
其 中 
WII (E) = arate, (7.1.8) 
并 由 此 得 到 


0 一)0 则 =k 的 3 次 以 上 函数 = (R) = / d*gQ 一 #)Ira(k9) 


“> | gg -tk 0) = er(k) 
” me 

其 中 , M1? 是 截断 参数 ， 也 就 是 说 用 泰勒 展开 被 积 函数 直接 可 以 得 到 有 限 的 这 
这 个 计算 的 前 提 是 要 进行 正常 化 , 否则 计算 就 没有 意义 了 . 然而 ， a 
过 正常 化 手续 , 直接 得 到 结果 . 

在 正常 化 后 , 重 整 化 的 抵消 项 就 是 原来 函数 的 泰勒 展开 得 到 的 外 动量 的 多 项 
式 . 它们 对 应 相关 的 A.6(= -A 如) 中 的 力学 量 , 这 些 力 学 量 是 由 场 量 及 其 导数 
组 成 的 . 在 cutoff( 截 断 参数 ) oo 时 ,形式 上 还 可 以 认为 A.6 中 有 这 些 力学 量 . 只 
是 系数 是 发 散 常数 而 已 


7.2 正 规 图 


前 面 我 们 介绍 了 单 圈 图 的 重 整 化 . 通过 引入 新 的 A.1, 即 抵消 项 , 可 以 抵消 单 
圈 图 的 发 散 . 在 高 阶 微 扰 中 , 这 些 在 低 阶 计算 中 引入 的 新 “ 顶 角 ”仍然 会 发 生 作用 . 
抵消 高 阶 微 扰 中 一 部 分 发 散 . 

我 们 先 在 下 面 讨论 , 什么 样 的 高 阶 发 散 图 才 需 要 在 低 阶 发 散 图 已 经 重 整 化 的 基 
础 上 进一步 进行 重 整 化 , 引入 新 的 项 角 . 

容易 看 出 , 如 果 一 张 发 散 图 的 费 恩 曼 积 分 是 由 前 面 的 单 圈 图 相 乘 构成 的 . 比如 


TFT=TixTsx. (7.2.1) 


(注意 , 不 是 被 积 函数 相 乘 而 是 积分 的 值 相 乘 ), 只 要 对 各 个 图 分 别 重 整 化 就 可 以 了 . 
例如 , 图 7.2.1 中 的 三 张 图 就 是 这 样 . 
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(c) 
图 7.2.1 
万 
Zp+ 
二 一 重 整 化 后 的 值 
图 7.2.2 
H vy 
(kek’—g tk) 
bn NANA = 重 整 化 后 的 值 
图 7.2.3 
1 
1 1 
t 重 丫 化 后 的 值 
p 


图 7.2.4 
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对 于 这 样 的 发 散 图 相应 的 重 整 化 方案 可 以 用 下 式 表示 ， 
T=T x LS x.… 二 (1 一 人 过 i ee 


(7 久久 ) 
= ati adn — tO) tSD) rg hy), 


其 中 , 在 积分 号 内 的 泰勒 展开 式 是 指 对 工 的 相应 子 图 Fi. … 所 作 的 对 该 子 图 外 线 
动量 的 泰勒 展开 . 这 时 相应 在 人 .6 中 要 添加 的 力学 量 就 只 须 是 单 圈 图 的 抵消 项 即 
可 . 这 是 因为 从 费 恩 曼 图 的 组 成 规则 看 , 只 要 该 图 符合 费 恩 曼 图 给 出 的 结合 键 的 要 
求 , 并 将 键 结合 完毕 , 则 该 图 就 一 定 会 出 现在 相应 的 微 扰 项 中 . 

举例 来 说 , 如 果 有 图 7.2.5， 


er 


图 7.2.5 
则 在 添加 抵消 项 于 哈密 顿 量 (对 应 于 图 7.2.2) 后 , 一 定 有 (包括 原来 的 项 ) 图 7.2.4 


出 现 ， 
Sr gr 
十 十 
图 7.2.6 


合 在 一 起 变 为 图 7.2.7， 


图 7.2.7 
这 是 有 限 值 . 
在 一 般 情形 , 一 个 费 恩 曼 图 的 费 恩 曼 积 分 工 可 以 分 解 为 几 个 下, 的 乘积 有 几 种 
情形 . 一 类 是 图 T; 与 Ti 互 不 连接 , 比如 图 7.2.8. 
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了 的 


图 7.2.8 


男 一 类 是 T; 与 Di 之 间 只 有 一 根 传播 线 相连 , 比如 图 7.2.9. 


了 5 1» 1; 


图 7.2.9 


或 者 两 种 情形 都 存在 . 我 们 都 有 前 面 说 的 结果 , 也 就 是 , 只 要 将 各 个 T; 都 重 整 化 ， 
(在 A 和 6 中 添加 抵消 项 ) 则 工 就 自然 也 重 整 化 了 . 


对 于 玉兰 Jr 令 对 Ti; 添加 的 抵消 项 为 = Ti 十 了; = 有 限 值 , 则 
FJ = 有 限 值 
TI = [I(Ti+T,) = TD (7:2.3) 


在 (7.2.3) 式 中 , 第 一 项 是 图 工 的 费 恩 曼 积分 , 其 余 项 是 抵消 项 , 它们 都 符合 费 恩 曼 
图 的 构图 规则 (就 是 所 有 外 线 和 顶 角 的 项 角 线 的 键 ( 空 圈 ) 都 结合 完毕 ), 因而 也 当 
然 会 在 相应 的 微 扰 项 中 出 现 , 所 以 不 必 再 为 重 整 化 工 在 A. 阁 中 添加 新 的 项 了 . 比 
如 . QED 中 作 了 单 圈 图 的 重 整 化 (图 7.2.2~ 图 7.2.4), 图 7.2.10 不 用 再 在 A 中 
漆 加 新 项 即 可 自然 达到 重 整 化 的 目的 . 


Se 


图 7.2.10 


此 例 已 在 上 页 说 明 . 
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由 (7.2.3) 式 , 对 于 图 7.2.11 


图 7.2.11 


在 添加 单 圈 图 重 整 化 的 抵消 项 到 A = -人 .i 之 后 (图 7.2.2~ 图 7.2.4), 微 扰 展 
开 中 自然 会 出 现 如 下 图 相应 的 项 (图 7.2.12)， 


图 7.2.12 


合 在 一 起 给 出 与 图 7.2.13 对 应 的 重 整 化 之 后 的 值 . 


图 7.2.13 


这 个 结论 对 不 连接 的 工 图 当然 更 容易 看 出 来 . 因此 , 我 们 只 需 考 虑 这 样 的 图 的 
重 整 化 : 它 拆 去 任何 一 根 线 , 仍然 是 一 张 连接 图 , 这 种 图 称 为 正规 图 , 只 有 它们 才 需 
要 引进 新 的 A 项 . 在 高 阶 重 整 化 的 过 程 中 , 需要 对 发 散 的 正规 图 引进 新 的 抵消 
项 , 这 一 点 从 下 一 节 可 以 更 清楚 地 看 到 . 


7.3 交叉 发 散 与 陡 拉 姆 方案 
在 过 去 单 圈 图 的 例子 中 ， 正 规 图 的 重 整 化 似乎 都 可 以 用 公式 Re = Tu 
代 )Ir 来 求 出 重 整 化 后 的 费 恩 曼 被 积 函数 , 这 里 的 3。 是 的 所 有 发 散 的 正规 了 
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图 (如 果 D(T) > 0, 也 包括 工 自己 ). 从 下 面 的 例子 我 们 看 到 , 有 的 时 候 这 方案 是 不 
行 的 . 下 面 举例 说 明 . 
这 个 例子 是 交叉 发 散 的 电子 自 能 图 ， 在 外 线 为 一 根 电 子 线 的 二 圈 图 中 有 这 样 
张 图 (图 7.3.1). 它 的 相应 费 恩 曼 积分 是 


AD=ie / dk dk2 .iW 本 3 
(0214(27)4 df -mtie’ 四 一 的 一 入 一 到 十 


op l ger 
/一 牛 一 Mr 十” 悦 直 让 各 寺 i 
RE .3.1) 
ee i 
1 1 1 


XY ek | 
LE kit+ie k2+ie 


_ ie 4 4 
= | ] kid k2 Ir. 
考虑 在 单 圈 时 为 重 整 化 引入 的 抵消 项 ( 顶 角 修正 , 如 图 7.3.2): 


A 


图 7.3.2 
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它们 分 别 为 
ie4 ] l 
Tj 二 一 一 一 d4k d4k Re i 
1 i 1 人 
涡 Wo C— ki — m++ie Yn ke? 二 je k? 十 ie ee 
i fa d4ko I 
到 (27)8 1 2 人工 :1 
ie 1 ] 
has a 
| Ee / | :| Rn Wo— Ks —m+ti 
1 1 1 
E ice| 7 一 人 二 mm 二 ice *(k2 十 ie 7.3.8 
i er ( ) 


= /and I 
其 中 , po 为 顶 角 修正 时 用 的 重 整 化 点 , 比如 令 po = (m,0,0,0). 另 一 方面 , 如 果 要 求 
当 kz 固定 时 , 对 友 积分 收敛 , 正好 需要 引入 Ti, 即 于 一 五 , 对 襄 积分 收敛 . 如 果 
要 求 在 ki 固定 时 , 对 ko 积分 收敛 , 也 正好 需要 引入 T2, 即 五 一 不。 对 ko 积分 收 
敏 . 但 是 Ir 一 ,一 不。 既 对 i 积分 不 收敛, 也 对 ks 积分 不 收敛 , 特别 是 如 果 考 虑 
作 变 量 代 换 , 比如 

太一 人 十 ji 人 三 说 一 je (7.3.4) 
要 二 在心 积分 下 收敛 又 得 引入 别 的 相应 抵消 项 , 用 IL, 或 Ir。 都 无 效 . 这 种 情况 
与 下 面 的 双 圈 图 (图 7.3.3) 

有 


是 不 同 的 . 对 图 7.3.3 而 言 , 只 要 对 hy 和 ks 各 自 引入 抵消 项 就 可 以 了 , 我 们 有 


(Dh —AD, )(1ys —AD,) 县 I Da —ADy, 一 ‘Al, +AD, A 人 在 一 (个 ) 一 (2) 十 (3) 
(7:3.5) 
其 中 , (3) = AD, A 是 很 清楚 的 . 那么 现在 应 该 对 天 引入 什么 呢 ? 因为 它 的 、， 
和 ?2 是 互相 套 着 的 , 分 不 出 明显 的 两 项 ( 见 图 7.3.4). 
对 于 这 种 情况 , 即 需 要 重 整 化 的 部 分 有 交叉 , 我 们 要 用 萨 拉 姆 提出 的 方案 来 重 
整 化 . 令 


R(p, ki, kz2) = Ir ~ Ir, — Ir,. (7.3.0) 


7.3 交叉 发 散 与 萨 拉 姆 方案 * 215- 


图 7.3.4 
我 们 有 
ed 1 有 1 二 
ti 十 ie 二 Ko — iF ie 7 部 = 人 三 Ko — m+tic’ poh mm+tie bs 
1 1 1 
了 和 YY a Yn 人 
一 后 一 mm 十 i 加 一 外 一 m 十 ie ki + ie 
] 下 
罕 : 二 Yv 一 [7TAv(D 一 上 2,D, ki1)]. 
k2 十 ie l a (p — kz,p, hi)] 
(7.3.7) 
在 各 固定 时 对 入 积分 收敛 , 因为 
信人 一 息 , 太 一 const | dk la (p — ka, ps hi) (7.3.8) 


是 收敛 的 ( 见 第 6 章 中 (6.6.81) 式 ). 
换 句 话说 ROp, .ko) 二 Ir， 在 ko 固定 时 对 hi 积分 收敛 . 我 们 再 考察 I,， 
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1 1 1 L 
Ea 石上 ic， WR mtie 加 一 如 一 mm 二 ie 


x SR fp 让 二 
一 m+ ie k2 十 ie 
四 一 人 1 


={A}{B}. 


其 中 , 4 只 是 ko 和 po 的 函数 , B 只 是 有 和 7 的 函数 . 注意 B 与 -这 ( 功 的 表达 式 
(6.6.28) 中 的 被 积 图 数 类 似 . 
考虑 
(l= = =AHB} = {4}(1= HB} (7.3.10) 


1 ){B} 对 如 的 积分 收敛 , 理由 与 这 ( 力 的 费 恩 曼 积 分 收敛 的 理由 相同 
(6.6.40) 式 ). 所 以 有 


(L= eC )Ir, 


导 
小- 
和 


1 1 1 
一 ‘YY Yiy 
1 十 ie 页 二 内 二 而 十 证 田 一 如 一 到 十 ie 


1 1 
x Ns 
(| 天 —m+ic “人 十 ie (7:8:11) 


1 1 
| 一 大 一双 十 Ts 人 | 
D 一 Po 


四 二 
| — 人 m+ie RR2+ | 


对 i 的 积分 收敛 . 男 一 方面 , 当 hs 固定 时 , 考虑 
(1 -tt )(Ir -Ir,), (7 


由 于 此 式 本 质 上 是 五 Ir, 对 不 同 的 p 的 值 的 某 种 线性 全 加 , 而 太一 五 对 任何 ) 
值 对 于 访 的 积分 都 收 全 所 以 (7.3.12) 式 也 对 全 的 积分 收敛. 

综 上 所 述 , (1 - 弘 )) 丰 和 (1 一 约 )( 一 工 ,) 都 在 ks 固定 时 对 人 积分 收敛 . 
因此 


0 
—(%n — Wg) Bo,. 


(1 一 此 D0)(I 一 时 | 一 三 ;由 各 (1 一 t(1) R(p, 人 ,大 >) 三 中 (T5313) 


对 局 积分 收敛 . 

男 一 方面 , 显然 ee ' 有 a) 也 也 可 以 用 类 似 办 法 讨论 对 心 收敛 问题 做 处 理 、 导 
致 下 = (1 一 翅 ))R(p,h,k2) 当 后 固定 时 也 对 ks 积分 收敛 的 结论 . 所 以 : 当 人 | 同 
定时 , Jt 对 kz 积分 收敛 ; 当 kz 固定 时 , 元 对 所 积分 收敛 . 元 对 大 的 总 宕 次 为 


7.4 BPHZ 方案 与 重 整 化 的 自 洽 性 A 


D = 一 9, 而 且 它 对 如 积分 后 不 是 ho 的 平庸 函数 (常数 ), 所 以 它 是 D = -5 的 对 
的 函数 , 因而 对 心 的 积分 收敛 (这 一 点 严格 证 明 要 用 费 恩 曼 参数 化 以 及 Wick 
转动 后 证 明 ). 结论 是 全 对 丘 , kz 相继 积分 也 收 和 敛 , 它 才 是 我 们 所 要 的 收敛 被 积 E 
数 . 以 上 对 于 这 个 交叉 发 散 图 的 重 整 化 方案 是 萨 拉 姆 的 贡献 . 

了 的 表 观 发 散 度 dr = 1. 从 以 上 分 析 来 看 , 荆 的 重 整 化 不 是 简单 地 取 (1 一 妇 ) 郊 
作为 重 整 化 后 的 费 恩 曼 被 积 函数 , 而 是 要 先 将 奖 减 去 由 它 的 所 有 发 散 的 真子 图 的 
抵消 项 参加 构成 的 克 ,, 得 到 R= Ir - 》 Ir,, 将 得 到 的 结果 再 取 对 外 动量 的 4 阶 


泰勒 展开 余 项 . 也 就 是 
Ir= (lt) (« 二 ， (7.3.14) 


这 才 是 我 们 所 要 的 结果 . (在 本 例 ;= 1,2，4d= 1) 事实 上 , 这 正 是 一 般 多 圈 图 重 整 
化 的 正确 答案 ! 这 就 是 Bogoliubov、Parasiuk、Hepp 和 Zimmermann 等 给 出 的 一 
航 的 重 整 化 多 圈 图 方案 . 陡 拉 姆 关于 双 圈 电子 自 能 的 重 整 化 是 这 种 方案 的 特例 . 


7.4 BPHZ 方案 与 重 整 化 的 自 洽 性 


对 一 张 发 散 图 (D > 0) 需要 引入 什么 抵消 项 呢 ? 也 就 是 , 要 引入 什么 新 的 顶 角 
呢 ? 

前 面 说 过 , 我 们 只 需 考虑 正规 图 (proper diagram) 的 重 整 化 , 就 行 . 它 是 一 张 连 
接 图 , 而 且 去 掉 任何 一 根 内 线 , 它 仍然 是 一 张 连接 图 , 请 看 下 面 儿 张 费 恩 曼 图 , 黑 点 
代表 项 角 , 顶 角 之 间 的 连 线 叫 内 线 , 其 余 线 是 外 线 . 在 下 文 关于 两 个 费 恩 曼 图 的 包 
含 (5) 分 离 、 交 叉 等 拓扑 概念 中 , 我 们 只 把 7 图 内 线 看 成 属于 7 的 . 特别 要 强调 
的 是 , 在 下 文 关于 图 和 子 图 5 的 划分 中 , 如 果 项 角 V 和 W 都 属于 了 和, 而 在 
VW 和 Vi 中 间 有 几 根 线 Eur(a = 1,… ,入 ) 时 , 完全 可 能 出 现 其 中 某 一 些 是 只 属于 
F 而 不 属于 7 的 情形 , 在 这 种 情况 下 , 那些 不 属于 7 的 线 就 是 Y 的 外 线 , 而 不 是 ? 
的 内 线 . 

在 图 7.4.1 所 示 的 这 些 图 中 , (a) 、(b) 都 是 非 正规 图 , (a) 是 非 连接 图 , (b) 去 掉 
中 间 一 根 线 就 变 为 非 连接 图 , (c) 是 正规 图 , 它 有 7 个 项 角 , 4 根 外 线 , 9 根 内 线 . 


WW 人 
& | | > 
(a) (b) (©) 
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图 7.4.1 


显然 , 一 张 图 的 费 恩 曼 积分 的 值 (我 们 简称 为 图 的 值 ), 比如 图 7.4.1(c), 取决 于 
它 的 外 线 上 的 动量 值 , 正常 化 后 , 令 截 断 参 数 为 A, 则 图 的 值 


GA = G(gqi, 92;,93,94,A) 当 dG > 0 时 , A 一 co, 通常 GA 一 co. (7.4.1) 
一 般 地 , 对 一 张 连接 费 恩 曼 图 G, 其 相应 的 费 恩 曼 积 分 是 
JG = fan dk Ta(q1 :qns ki: kn). (7.4.2) 


其 中 , gs 是 该 图 各 顶 角 处 输入 的 外 动量 , 而 ; 是 作为 积分 变量 的 内 动量 , 内 动量 的 
数目 m 等 于 该 图 的 独立 回路 数 . 在 这 个 表达 式 中 , 我 们 已 经 把 有 关 的 6 函数 积 掉 . 
只 留 下 独立 的 积分 变量 .还 有 , 总 的 能 量 动量 守恒 对 应 的 对 外 动量 的 6+ (> v 】 
也 略 去 了 . 

Zimmermann 给 出 了 任何 正规 图 了 在 动量 空间 的 重 整 化 方案 , 即 给 出 了 由 它 
在 动量 空间 的 费 恩 曼 被 积 函 数 推导 出 重 整 化 后 的 被 积 函数 ( 它 对 自由 动量 的 积分 
收敛 ) 的 方案 . 

令 图 工 的 正规 子 图 为 4, 它 的 表 观 发 散 度 d > 0, Zimmermann 称 这 样 的 子 图 
为 工 的 重 整 化 部 分 . 对 这 样 的 7 需要 在 人 .3 中 添加 算 子 0,, 它 在 费 恩 曼 积 分 的 
被 积 函数 中 给 出 抵消 项 Q,. 子 图 7 是 由 工 的 部 分 顶 角 和 内 线 组 成 的 , 除了 规定 属 
于 的 内 线 外 , 其 余 与 + 的 顶 角 连接 的 线 都 叫 y 的 外 线 , 不 属于 7 

具体 方案 在 下 面 解释 . 

我 们 在 微 扰 论 中 知道 第 ”级 微 扰 项 由 下 式 给 出 


n Ny 1 = 二 1 
S( =05( Pe) > TD f an .dAkIr 三 Cs:( De) sr) 
(7.4.3) 
其 中 , 下 叫做 费 恩 曼 积 分 , Ir 称 为 费 恩 曼 被 积 函 数 , S(T) 是 工 的 对 称 因子 , 求 和 双 


n 个 顶 角 的 一 切 可 能 的 费 恩 曼 积 分 进行 . 令 .2(T) 是 工 的 内 线 集合 . XY(T) 是 工 的 
顶 角 的 集合 . 由 第 5 章 , 我 们 知道 , 对 每 张 动 量 空间 的 费 恩 曼 图 , 可 以 给 出 一 个 这 样 


的 表达 式 
w= | A 中 有 (7.4.4) 
Li€E.X(T) aiEyY(T) 
其 中 , L; 是 工 的 内 线 , A 是 它 的 费 恩 曼 传 播 子 , 它 是 该 内 线 4 动量 (有 4 个 分 晤 )/ 
的 函数 , a; 是 工 的 顶 角 , P,， 是 一 个 多 项 式 , 它 是 顶 角 a; 的 各 条 顶 角 线 的 动量 1 的 
多 项 式 . 
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由 于 在 许多 情形 , 这 个 积分 是 发 散 的 , 必须 引入 一 些 抵消 项 , 使 抵消 之 后 的 余 
项 


人 一 r= fan dr (7.4.5) 


是 收敛 的 . 

BPHZ 方案 给 出 由 I 一 Rr 的 过 程 . 

我 们 先 简明 地 描述 一 下 这 个 方案 , 然后 再 详细 做 一 些 解释 . Zimmermann 借助 
于 Weinberg 的 一 条 定理 , 证 明了 由 方案 具体 给 出 的 Rr 对 内 部 动量 局 的 积分 是 收 
敛 的 . 函数 Rr 由 下 式 给 出 : 


本 (7.4.6) 
{Ye} 

其 中 , m1,… ,YY 是 的 dz0 的 互相 不 相交 的 正规 子 图 , yi ny; = 0 ( 即 没有 公共 
内 线 、 顶 角 ). 求 和 是 对 这 样 的 子 图 的 所 有 集合 进行 的 , 即 求 和 遍及 所 有 这 样 的 子 图 
集合 . 特别 是 , 当 工 自己 是 一 个 重 整 化 部 分 , 即 它 是 一 个 dr > 0 而 且 是 正规 图 ( 强 
连接 图 ) 时 , 对 仅 包含 了 的 这 样 一 个 集合 侍 }, 也 要 求 和 一 次 . 空 集 不 算 . 

六 /fl 代表 意思 如 下 . 首先 , {yy…e} 是 ?7 的 一 个 子 图 集合 . yy…Ye 是 
互 不 相交 的 d >0 的 正规 子 图 . 

3y/{3 37 是 将 六 各 自 的 顶 角 和 内 线 都 收缩 成 一 个 点 之 后 得 到 的 费 恩 
曼 图 , 称 为 约 化 费 恩 曼 图 , 而 (yy.} 是 约 化 图 的 费 恩 曼 被 积 函数 . 


Fa JJ AD TH B=mIb. (47 
LiEZ(Y/ {Yi Yah) aiEY(T7Y/{371…7c]) 了 三] 
其 中 , 忆 是 + 的 内 线 , 但 不 是 4.… 这 些 7 的 子 图 的 内 线 , w 是 上 述 /两 端的 
顶 角 ( 详 见 第 8 章 ) 
由 下 面 的 方式 迭代 定义 : 


3 = 加 3 Wy (7.4.8) 
{yee} 
注意 , 这 里 的 求 和 号 2 是 只 对 7 的 真 的 正规 子 图 hn … (一 切 dy, > 0) 的 集 
Ph 虽然 5 也 满足 心 三 0, 日 为 正规 图 , {7y} 也 不 参与 多 三 fd) 
是 对 括号 中 的 函数 相对 于 x 的 各 个 顶 角 V 的 外 动量 or 的 泰勒 展开 ， 
到 dy) 为 止 . 因此 , 89, 是 5 图 的 外 动量 的 一 个 多 项 式 . 在 前 面 我 们 看 到 , 它 
们 是 量 的 多 项 式 构成 A 来 实现 的 . 它们 对 应 的 项 角 称 re 
关于 对 一 张 * 图 外 动量 的 泰勒 展开 , 要 说 明 两 点 : 注入 某 个 项 角 人 的 外 动 
量 or 指 的 是 注入 该 点 的 相对 于 x 的 外 线 的 动量 之 和 ; (2 由 于 总 的 能 量 动量 守恒 , 对 
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于 有 N 个 顶 角 有 外 动量 的 正规 图 7y, 外 动量 的 独立 分 量 只 有 4(N 一 1) 个 .站 二 140 
是 对 于 这 4(N 一 1) 个 变量 所 做 的 泰勒 展开 

备 态 录 : 从 Zimmermann 的 方案 看 出 , 对 于 

添加 的 约 化 图 顶 角 , 在 构图 中 是 允许 自己 的 顶 角 

外 线 与 自己 的 顶 角 外 线 相 连接 的 , 这 是 因为 , 在 

(7.4.6) 式 中 , 求 和 是 对 一 切 由 dy, > 0 的 T 的 分 


离 的 正规 子 图 集合 进行 的 . 
考虑 图 7.4.2: 它 的 正规 子 图 如 图 7.4.3 中 
图 7.4.2 Bs (a)、 (b)、 (c). 
(a) (b) (c) 加 
图 7.4.3 


如 果 它 们 的 dy, 都 > 0, 则 它们 都 有 相关 的 Q,,, 在 构成 Rr 时 , 会 出 现 与 图 
7.4.4 对 应 的 项 (阴影 部 分 将 收缩 为 一 个 点 ): 图 7.4.4 (b) 和 (c) 都 相当 于 Q@ 对 应 
的 约 化 图 项 角 的 自己 的 外 线 之 间 相 连 . 


000 


QI Qi， CQ 
(a) (b) (c) 
图 7.4.4 


这 一 特性 与 原来 ,和 中 的 顶 角 在 构图 时 的 规则 不 同 , 那里 由 于 取 : .3% : 代入 
相互 作用 矩阵 U, 所 以 不 允许 顶 角 自己 的 外 线 之 间 相互 连接 . 
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为 了 保证 泰勒 展开 给 出 的 抵消 项 使 最 后 的 结果 收敛 , 要 求 对 该 子 图 的 各 类 的 外 
动量 与 内 线 的 内 动量 有 如 下 的 明确 关系 . 

各 个 子 图 的 外 动量 及 其 中 各 条 内 线 的 动量 的 关系 是 : 它们 要 满足 各 顶 角 动量 
守恒 , 即 在 该 点 内 线 动 量 之 和 等 于 外 动量 (也 就 是 该 点 外 线 注 入 的 动量 之 和 ), 而 且 ， 
还 要 求 各 内 线 分 配 到 的 外 动量 之 平方 和 取 极 值 , 这 叫 正 则 分 配 . 泰勒 展开 是 对 外 动 
量 的 正则 分 配 构成 的 函数 进行 的 ， 内线 的 动量 由 分 配 到 它 的 外 动量 以 及 与 输入 端 
点 的 外 动量 无 关 的 (与 积分 变 元 有 关 ) 部 分 构成 . 

它 的 含义 是 这 样 的 : 设 一 个 图 7 的 顶 角 以 Vi,a = 1,2,… ,NN 标记 , 顶 角 a,0 
之 间 的 内 线 (只 有 它们 才 属 于 图 7, 外 线 不 属于 7) 为 Lavo (连接 两 个 顶 角 友和 全 
的 内 线 不 止 一 条 时 , o = 1,2,…). 它们 的 动量 为 1uor (4 动量 ), 由 动量 守恒 ,在 友 
点 有 


pw lab 二 da; QQ 二 Lass AN, Labo = 一 此 aa (7.4.9) 


其 中 , g。 是 WV 点 注入 的 外 动量 . 

现在 /uv 由 两 部 分 构成 , 一 部 分 来 源 于 go, 另 一 部 分 来 源 于 积分 变量 ( 即 构成 
回流 的 那些 动量 , 这 部 分 是 积分 变量 的 线性 组 合 ). 令 前 者 为 gawo, 后 者 为 kavo, 则 
有 


labo = qabo 十 abo (7.4.10) 
所 以 Kade 满足 下 述 齐 次 方程 
六 (7.4.11) 
而 doper 满足 非 齐 次 方程 
Ve yy We (7.4.12) 
bo 
wws 是 方程 组 (7.4.9) 式 的 解 的 非 齐 次 部 分 , 非 齐 次 部 分 本 来 是 不 确定 的 ， 我 们 现在 


把 它 取 成 所 谓 正则 分 布 . 它 是 当 % 确定 的 情况 下 , 满足 非 齐 次 方程 (7.4.12) 式 的 
解 中 使 bp (quws)* 取 极 值 的 一 个 解 . 这 样 人 的 wor 称 为 正则 分 配 . 在 对 图 7 进 
行 泰勒 展开 /5 的 时 候 , 束 会 有 微分 算 子 - Bo 参与 , 它们 对 /or 的 作用 就 是 通过 这 
样 的 guo 而 实现 的 (可 以 证 明 gw 大 fa) } 的 线性 组 合 ). 在 构造 Rr CE @; 
过 程 中 , luor 对 原 图 中 的 外 动量 fq,} 和 积分 变量 fA 1 的 依 亲 关系 不 变 注意 ; 当 
- 是 工 的 子 图 时 , gf 和 gz 一 般 不 相等 , 因此 一 般 gr 关 qdwo， 由 (7.4.0) 趟 可 以 
看 出, 一 张 图 的 费 恩 曼 被 积 函数 需要 引入 的 抵消 项 就 是 由 参与 一 些 新 的 费 恩 竖 
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图 = 了 T/{y,…Y。} 对 应 的 费 恩 曼 被 积 函数 组 成 , 它们 的 顶 角 包 括 .2 中原 有 的 项 
角 (在 ft/fy.….} 内 ), 还 包括 在 人 .Zi 中 新 引入 的 对 应 于 工 的 各 个 正规 发 散 子 图 
{9r},7 = 1,.…,c 的 新 项 角 ( 约 化 图 项 角 ){Q,,}. 这 些 顶 角 是 

Q;,=Qr (车 D(T)>0) 或 @ (dr)>0) (7.4.13) 
Q, 是 图 y 外 动量 的 多 项 式 . 作为 外 动量 的 函数 形式 , 它们 都 是 只 与 图 本 身 的 结构 
有 关 ( 见 (7.4.8) 式 ) 而 与 周围 环境 ( 即 微 扰 的 级 或 它 以 外 的 点 和 线 情况 ) 无 关 . 对 于 
它 周围 的 图 来 说 , 它 只 相当 于 一 个 “ 顶 角 ”, 所 以 为 了 区 分 它们 与 原来 的 顶 角 , 我 们 
称 之 为 “ 约 化 图 顶 角 ”或 “ 约 化 项 角 ", 如 图 7.4.5 所 示 . 其 中 , 图 7.4.6 就 是 图 7.4.5 
中 几 个 约 化 项 角 中 的 一 个 . 


Tr r 下 


图 7.4.5 


人 -大 


图 7.4.6 


定义 


Rr=Ir+ 也 于 ii 人 (7.4.14) 
{71…7r} 


其 中 , 2 对 一 切 互相 分 离 的 工 的 正规 子 图 y; (ad(y;) > 0) 的 集合 进行 , 但 是 下 自己 
不 算 , 空 集 也 不 算 . 
由 (7.4.8) 式 , 我 们 有 一 + 中 Rr = Qr. 我 们 可 以 把 (7.4.6) 式 改写 为 
Rr = (1— t4(7)) Rr. (7.4.15) 
(7.4.6) 式 是 用 被 积 函 数 给 出 的 . 从 费 恩 曼 积 分 层面 上 看 , 将 相应 的 被 积 函 数 在 
正常 化 之 后 对 积分 得 到 
Jr = (1 — +t4D)Ir., (7.4.16) 


7.4 BPHZ 方案 与 重 整 化 的 自 洽 性 ,293 、 


ee / 
Jr=Jr+), Jr (7.4.17) 


在 (7.4.17) 式 中 T; 是 将 某 个 互相 分 离 的 发 散 正 规 真子 图 的 集合 {yi .. .>;}( 不 包括 
D) 的 元 素 »...); 作为 约 化 项 角 之 后 形成 的 约 化 图 ; Jf， 是 这 个 约 化 图 对 应 的 费 恩 
曼 积 分 : "是 对 一 切 这 样 的 约 化 图 求 和 , 不 包括 将 工 自己 缩 成 约 化 顶 角 之 后 形成 
的 约 化 图 . 

4 重 整 化 方案 之 成 功 在 于 如 下 事实 : 一 旦 在 某 一 张 图 7 上 用 加 上 A 人. 和 6 的 方 
法 引入 适当 的 抵消 项 @- (抵消 图 ) 之 后 , 在 今后 高 阶 (n 更 大 时 ) 的 图 中 只 要 有 7 
作为 子 图 ( 即 大 图 的 一 部 分 ) 出 现时 , 就 一 定 有 相应 的 抵消 图 同时 出 现 , 这 正好 符合 
17.4.6) 式 的 要 求 . 

由 于 泰勒 展开 是 一 个 多 项 式 , 约 化 图 项 角 可 以 当成 一 个 “真正 的 ” 顶 角 在 微 扰 
哈密 顿 量 中 用 一 个 顶 角 来 实现 . 这 个 顶 角 的 系数 是 截断 参数 人 的 函数 , 当 人 一 x 
时 是 发 散 的 . 我 们 就 可 以 在 人 A. 和 6 中 增加 这 样 的 顶 角 来 抵消 原来 的 发 散 , 使 余 项 收 
伊 . 形象 地 , 得 到 约 化 图 顶 角 的 过 程 可 以 用 图 7.4.7 来 说 明 . 


原 图 新 厌 角 ( 称 为 原 图 的 约 化 图 ) 


CAAAANK 


| 
SN 

| 

| 


图 7.4.7 


如 果 必 要 我 们 还 可 以 把 约 化 图 项 角 还 原 成 原来 的 样子 , 如 图 7.4.7(d) 所 示 . 对 
上 可 以 重 整 化 的 场 论 , 它 的 D > 0 的 图 的 外 线 只 有 有 限 种 组 合 , D 有 上 限 . 所 以 相 
应 地 , Or 多 项 式 的 宕 次 有 上 限 , 只 需要 引入 有 限 种 品种 的 新 顶 角 . 这 些 项 角 的 外 线 
组 合 只 有 有 限 种 , 不 管 ”多 大 . ”加 一 级 , 需要 引入 一 些 新 项 角 , 它 对 人 的 依赖 关 
系 与 以 往 的 都 不 同 , 但 是 只 是 系数 Z 对 A、。 依赖 的 形式 不 同 , 它们 对 外 动量 的 
依赖 关系 和 外 线 的 形式 总 共 只 有 有 限 种 . 

所 以 对 可 重 整 化 场 论 , 为 抵消 紫外 发 散 引 入 的 Ai 只 须 用 有 限 种 品种 的 项 来 
组 成 . 最终 (对 任何 确定 的 由 的 Y' 形式 是 固定 的 , 即 由 有 限 种 项 构成 . 这 种 场 论 ， 
我 们 可 以 用 重新 定义 有 限 个 参量 ( 重 整 化 ) 的 方式 来 实现 任意 阶 的 重 整 化 ， 这 就 是 
它 称 为 可 重 整 化 场 的 原因 . 反之 , 当 一 种 场 论 中 万 随 某 类 项 角 数目 增加 而 不 断 增加 
时 . d 之 0 的 图 的 外 线 数 没有 上 界 , 费 恩 曼 图 的 D 也 没有 上 界 , 因此 当 n 增 大 时 , 总 
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需 引 入 新 品种 的 顶 角 , 这 种 场 称 为 不 可 重 整 化 的 ， 

根据 前 面 对 表 观 发 散 度 的 计算 , 我 们 知道 , 只 要 所 有 的 顶 角 固有 发 散 度 d， 都 
小 于 或 等 于 0, 这 种 场 论 就 可 以 重 整 化 , 否则 就 不 可 以 重 整 化 . 

Zimmermann 给 出 了 一 张 内 项 角 的 正规 图 了 的 重 整 化 方案 , 给 出 它 所 需要 的 
各 种 抵消 项 , 它们 可 以 由 添加 A.: 阁 中 的 具有 发 散 系数 的 力学 量 来 实现 . 然而 , 在 
另 一 张 图 T' 上 也 需要 引进 这 些 东西 , 它们 会 不 会 互相 矛盾 呢 ? 不 会 的 . 这 是 由 于 如 
前 所 述 : 

(1) Zimmermann 给 出 的 Qr、Q; 只 与 它们 对 应 的 费 恩 曼 图 本 身 有 关 , 而 与 它 
在 哪里 出 现 无 关 . 不 管 它 出 现在 哪 一 级 微 扰 , 或 在 哪 一 张大 图 T, Q, 都 只 与 它 自己 
的 (也 就 是 子 图 7 的 ) 结构 有 关 : 

(2) 只 要 在 图 T 中 有 发 散 的 正规 子 图 》, 就 会 在 该 子 图 重 整 化 时 加 入 A. 沙 ( 即 
对 应 的 约 化 图 顶 角 9,), 这 样 , 就 会 出 现 男 一 对 应 图 T', 它 将 工 中 的 > 换 成 了 约 化 
子 图 项 角 Vo,. 而 这 正好 是 BPHZ 方案 中 (7.4.6) 式 所 需要 的 ; 

(3) 在 微 扰 论 与 费 恩 曼 积分 的 关系 中 

微 扰 项 Sr = 二 x FL., (7.4.18) 

对 称 因 子 也 与 这 种 添加 顶 角 的 过 程 相 自 洽 ( 详 见 附录 7.4B). 

因此 , 我 们 只 要 对 各 种 D > 0 的 正规 图 按 Zinmermann 方案 给 出 A. 疗 , 直到 
任何 指定 ”的 级 微 扰 . 这 样 就 可 以 将 所 有 1 < n 级 的 图 全 部 重 整 化 完毕 , 每 张 包 
含 发 散 子 图 或 本 身 就 发 散 的 图 的 紫外 发 散 将 抵消 完毕 , 给 出 收敛 的 积分 . 注意 : 这 
n 是 对 原始 的 微 扰 参 量 而 言 . 

在 添加 约 化 图 顶 角 后 , 微 扰 论 计 算 对 有 约 化 图 顶 角 的 图 不 能 计算 到 n, 只 能 计 
到 原始 微 扰 参量 的 总 需 次 为 n. 比如 说 , 添加 的 约 化 顶 角 为 VV ~ e?22, 在 QED 的 1 
阶 微 扰 中 只 允许 V? 出 现在 该 阶 的 费 恩 曼 图 中 , 不 允许 V3、V+ 出 现在 该 阶 的 费 恩 
曼 图 中 . 这 样 , 在 n 级 重 整 化 手续 之 后 


n 
H' = +9HM+Y AN = + (7.4.19) 
0 
省 J=1 


而 A 就 是 在 第 j 级 重 整 化 时 引入 的 抵消 项 ， 


A 2 (7.4.20) 

大 
其 中 , Q 是 由 场 算 子 组 成 的 算 子 , 其 系数 ZW 是 耦合 常数 mw 以 及 截断 参量 A 的 
函数 (对 g, 是 齐 次 多 项 式 ), 当 A 一 co, 通常 2 一 .对 于 可 以 重 整 化 的 场 论 . 由 


7.4 BPHZ 方案 与 重 整 化 的 自 洽 性 


[Sw 
[We 
Cn 


于 Qx 的 品种 有 限 . 所 以 在 n 级 重 整 化 之 后 


KK 
2_AX" -0 Be (g. 中- 福生 (gr (7.4.21) 


k=1 
其 中 , ZW 是 g 和 A 的 函数 (可 能 是 g 的 n 次 多 项 式 ). K 是 确定 的 整数 . 于 是 ， 
今 


HH= Mtg HW =H+Y A Zu")(g,A), (7.4.22) 


将 .入 固定 , 这 个 .%' 就 能 生成 一 个 理论 . 它 到 9 的 n 次 寡 , 即 Sr 的 n 级 展开 的 
g 的 到 次 祖 以 下 部 分 都 是 在 A 一 xs 有 限 的 , 尽管 .党 ' 本 身 的 系数 在 A 一 oo 时 可 
能 也 一 x. 由 于 Qx 品种 数目 有 限 . 它 是 一 个 确定 形式 的 场 论 , 只 是 微 扰 部 分 的 系 
数 可 以 变化 ( 随 n 和 A 而 变 ). 
比如 . QED, 不 管 n 多 大 , .%' 的 形式 都 是 由 下 面 的 项 组 成 的 . 
有 限 种 
ZIViBy + Za + ZaByr A + Za(Ou Ar) + Zs(Ay Ar) + “~ +20(0,AOrA,) 
(7.4.23) 
我 们 在 附录 7.4A 中 证 明了 ,如 果 一 个 量 f 满足 规范 不 变 和 洛 伦 兹 协 变 ， 则 
/1f 也 满足 这 些 条 件 . 因此 前 面 构造 的 Q, 满足 这 些 条 件 . 由 第 6 章 表 6.2.1, 我 
们 只 需 引 进 四 种 约 化 顶 角 . 它们 是 真空 极 化 图 、 四 玻 色 外 线 图 (光子 散射 图 )、 电 
于 自 能 图 和 顶 角 修 正 图 ， 真 空 极 化 图 原则 上 有 三 种 项 (D = 2,42) 有 三 项 ), 由 于 
它 只 能 是 IY(k) = (kLk* 一 gx*k?)f(k) 的 形式 ((6.5.4) 式 ), 实际 上 它 的 抵消 项 必 
须 ~ Fw 已 所 以 只 需 引 入 一 种 项 角 .， 电子 自 能 (D = 1,t() 有 两 项 ) 的 两 项 为 
~ ZowiBw、+Ziww, 给 出 两 个 发 散 常数 和 两 种 顶 角 .项 角 修正 ~ e24V0TiVpA4 而 
由 于 Ward 恒等式 ((6.7.23) 式 ), 2 = 22, 四 玻 色 外 线 D = 0,t(0) 只 有 一 项 , 由 于 
规范 不 变性 条 件 ， Fe (A "7 )|k=0 = 0; 所 以 +t) >», FY (hi, ka)|k=0 = 0, 见 第 


| > 
(6.4.24) 式 . 不 需要 引入 抵消 项 因此 . 由 于 规范 不 变性 和 洛 伦 效 协 变性 , 引入 的 新 
质 角 数量 又 减少 . 最 终 QED 的 拉 格 朗 日 量 形式 为 


B24 二 7ZA(Pr Fy) 站 Ly wi(W 十 ie A)u 间 Zr wy 中 gf (7.4.24) 


- 共 3 个 发 散 常 数 . 
我 们 写 出 拉 格 朗 日 量 和 相 洽 的 哈密 顿 量 中 的 参数 , 是 由 具体 测量 到 的 比如 能 

i 散射 截面 等 推导 出 来 的 . 因此 , 如 一 Zi 不 是 直接 测量 到 的 量 , 它们 与 A 有 关 ， 
虚 正 的 物理 定律 很 可 能 有 一 个 真正 的 A, 即 截断 机 制 , 但 这 些 2o 一 2Z2 与 我 们 的 实 
验 并 无 直接 关系 . 我 们 能 测 到 的 是 由 实测 的 电 质量 mm 测 居 和 电 衍 cw 上 表达 的 物 
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理 结果 , 而 这 些 结果 可 以 从 重 整 化 之 后 的 图 算出 的 散射 振幅 给 出 . 整个 过 程 如 下 所 
示 。 
先 算出 重 整 化 后 有 限 的 


Syi= Spi(e mA)| = Syi(e,m), (7.4.25) 
它 与 n 有 关 . 然后 , 通过 某 些 过 程 , 由 以 上 结果 可 导出 
mm 测量 = M(e,m)， e 测 量 = B(e,m). (7.4.26) 
当然 , 它们 也 与 微 扰 计算 的 级 别 n 有 关 , 于 是 我 们 可 以 反 算出 
二 > 5ji = Sji(e 测 量 ,测量 )) (7.4.27) 


而 这 是 可 以 与 实验 比较 的 , 这 就 是 重 整 化 所 做 的 . 实际 上 , 是 要 做 出 各 个 Sy; 彼此 
相 洽 的 结果 . 我 们 在 前 面 6.4 节 已 经 说 过 , 当 取 传 统 重 整 化 条 件 时 , 计算 人 和 .I 
中 所 用 的 m 和 e, 正 是 测量 得 到 的 电子 质量 和 电荷 . 

以 上 是 重 整 化 的 大 体 思路 . 


附录 7.4 A ”关于 泰勒 展开 的 规范 条 件 


由 于 泰勒 展开 的 操作 , ts 是 将 可 以 展开 成 无 穷 级 数 的 函数 取 前 面 a 次 的 主 项 . 
因此 , 对 于 这 样 的 函数 , 我 们 有 


ky F(R) = Bt [ky FE) TY. (7.4A.1) 


所 以 , 当 对 某 个 顶 角 有 2 ku1* = 0 时 (规范 条 件 ), 若 此 项 角 属 于 某 个 费 恩 曼 图 、 
ky (一 友和) 到 = 一 2 OE (pa PF) = = 人 (7.4A.2) 


当 I 满足 规范 条 件 时 , Q4 也 满足 规范 条 件 . 

另外 , tea) 是 洛 伦 兹 标量 线性 算 子 , 所 以 当 二 满足 洛 伦 兹 张 量 条 件 ,.@、 也 满 
足 同样 的 张 量 条 件 . 因而 我 们 可 以 把 在 QED 的 发 散 子 图 的 讨论 结果 运用 于 对 应 的 
Qs: 


附录 7.4 B 关于 对 称 因子 


我 们 前 面 曾 明 , 在 Zimmermann 的 方案 中 , 对 任何 一 张 包含 发 散 部 分 的 图 ， 都 
可 以 用 引进 抵消 项 的 方法 来 消除 发 散 , 而 抵消 项 都 相当 于 对 每 张 表 观 发 散 的 正规 图 
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在 冶 中 增添 一 些 新 的 顶 角 ， 而 且 这 些 顶 角 的 参数 和 类 型 只 与 这 些 表 观 发 散 的 图 
的 结 - 构 有 关 , 而 与 它 以 后 在 Zimmermann 方案 中 在 “ 哪 张 工 中 ”作为 抵消 项 出 现 
没有 关系 . 

但 是 这 里 还 有 一 个 细致 问题 . 我 们 知道 微 扰 论 中 微 扰 项 对 每 个 费 恩 曼 图 T, 在 
积分 前 都 有 一 个 系数 BT 这 个 $ 是 工 的 对 称 因子 ， 当 没有 对 称 因子 时 , 前 面 的 


论述 是 正确 的 . 当下 和 约 化 图 有 对 称 因子 时 , 在 不 同 的 下 中 对 同一 些 约 化 顶 角 的 
引入 会 不 会 因为 系数 5 的 不 同 而 相互 矛盾 呢 ? 下 面 我 们 证 明 , 这 是 不 会 矛盾 的 
设 有 一 张 图 工 , 其 中 一 部 分 变 为 约 化 子 图 之 后 变 为 工 
由 工 一 人 的 约 化 过 程 是 将 约 化 子 图 的 所 有 项 角 和 内 线 收缩 成 一 个 约 化 顶 角 ， 
假设 在 收缩 之 前 了 中 指定 7i, 2， .…, Yc 为 将 要 收缩 的 约 化 子 图 , 我 们 考虑 对 称 群 
的 分 析 . 令 工 的 对 称 群 为 g, 了 由 于 给 出 了 约 化 顶 角 , 约 化 项 角 对 应 的 那个 子 图 内 
的 点 的 对 称 或 者 内 线 的 对 称 操作 并 不 给 出 了 的 对 称 变换 . 因此 ,了 的 对 称 变换 群 比 
7 小 . 我 们 把 g 的 对 称 操作 分 为 如 下 几 部 分 : 一 部 分 是 将 集合 4= 7U.…Uye 变 
为 4= muU:…Uye 以 外 (至 少 一 部 分 与 原 集合 不 同 ) 的 操作 , 记 为 90; 一 部 分 是 
只 是 各 个 六 内 部 的 对 称 操作 , 叫做 Iigi. 还 有 一 部 分 是 把 集合 4 =XnU.…UY 变 
为 yi U.…U。 自己 , 但 是 又 不 是 纯粹 的 Tigi, 这 部 分 记 为 9(2)， 
5 = g(2) UTILig; 是 使 XU…… UY 不 变 的 所 有 操作 . 它 是 9 的 子 群 . 由 定义 有 
9 =g 一 59. 约 化 图 工 的 对 称 群 由 9/TTig; 给 出 (TTig; 是 5 的 正规 子 群 ). 
对 应 的 微 扰 项 为 二 i, 在 引入 添加 项 角 “(%)"” 之 后 ,就 是 微 扰 论 中 的 一 
下 费 因 曼 图 , 它 的 对 称 因子 为 下 4 外 这 是 因为 对 约 化 项 角 而 言 ,外 部 能 感受 到 区 
别 的 只 是 它 的 各 条 顶 角 线 . 陪 集 类 57Io 能 确定 这 种 排除 了 六 内 部 对 称 操作 的 操 
作 . 这 才 是 将 (>,) 作为 约 化 项 角 之 后 的 对 称 操作 . 因此 , 微 扰 论 中 工 的 贡献 为 
A ee, 
与 原 费 恩 曼 积分 Fr 合 在 一 起 是 
(lor (7.4B.2) 
19| 1 
我 们 将 |g,| 看 成 为 (%) 这 个 项 角 的 固有 因子 , 吸收 到 约 化 图 构成 的 项 角 (%) 中 去 ， 
再 添加 到 A 中 , 就 给 出 微 扰 项 


1 ea 
$= I 寥 : 款 L 不 = 一 {a 十 le | (7.4B.3) 
gl gl 19| 四 


历 这 不 结论 的 证 明 需 要 证 明 O， 具有 六 的 对 称 性 ， 而且 可 以 构造 约 化 图 项 角 算 子 ， 使 它 也 具有 这 种 
对 称 性 , 这 里 从 略 , 见 孝 昆 博 士 论文 (西北 大 学 ). 
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然而 加 正好 是 g 中 7 的 陪 集 的 数目 , 也 就 是 所 有 形状 与 了 相同 的 有 约 化 子 图 的 图 
(然而 在 工 中 位 置 不 同 ) 的 数目 . 抵消 紫外 发 散 所 需要 的 工 图 抵消 项 , 根据 BPHZ 
理论 , 是 这 名 个 图 的 相 加 , 对 应 的 费 恩 曼 积分 是 (7.4.6) 式 , 因此 (7.4B.3) 式 正好 
符合 抵消 紫外 发 散 的 要 求 . 

以 上 结果 不 难 推广 到 有 几 种 不 同 结构 的 广 的 情形 ， 这 时 (7.4.6) 式微 扰 
页 -十 pa 

值得 注意 的 是 , 将 |g;| 因子 吸收 到 (y,) 中 这 个 程序 与 微 扰 的 级 n 无 关 , 也 与 
无 关 . 


图 7.4B.1~ 图 7.4B.4 是 这 些 推论 的 说 明 . 


约 化 子 图 0 约 化 图 项 点 


图 7.4B.1 


于 图 的 内 部 ,对称 性 :g 国 
图 7.4B.2 图 7.4B.3 


== ~y1 有 4 重 对 称 性 
比如 原 图 为 图 7.4B.3. 
加 上 约 化 顶点 DO 一 品 一 一 。 
抵消 紫外 发 散 要 求 该 y 图 抵消 为 图 7.4B.4. 


7.5 ”Rr( 费 恩 曼 被 积 函数 的 收敛 部 分 ) 的 显示 表达 式 ;od 


-DD 


DDDODn 
[DIDDDD 


图 7.4B.4 


m1 有 4 重 对 称 性 , x4 有 2 重 对 称 性 , x。 有 4 重 对 称 性 , 其 余 ?>、73、 7 有 1 
重 对 称 性 (没有 对 称 性 ). 
在 这 里 yo,.… ,ys 都 是 TT 中 的 一 种 , 他 们 的 结构 都 不 同 , 而 工 = i. 


7.5 ”Rr( 费 恩 曼 被 积 函 数 的 收敛 部 分 ) 的 显示 表达 去 


在 本 节 . 我 们 给 出 费 恩 曼 被 积 函数 的 显示 表达 式 
我 们 有 (7.4.6) 式 


PP 三 帮 十 Jy [| We (7.5.1) 
{Yi ye} 7 所 


求 和 对 一 切 集合 {1 … 4.} 进行 , 不 包括 空 集 {0}, 其 中 Xm … Yc 是 相互 分 离 的 发 
艇 的 工 的 正规 子 图 ( 即 表 观 发 散 度 > 0 的 正规 . 如果 工 也 是 发 散 正 规 子 图 , 即 
wT) 三 0 则 求 和 包括 fT} 又 有 (7.4.8) 式 , 对 发 散 正规 图 y ( 即 表 观 发 散 度 > 0 的 
正规 图 ) 我 们 可 以 定义 @,, 求 和 y ”是 对 一 切 集合 {71… Ye} 进行 , 其 中 7 


. 230 . 第 7 章 重 整 化 (二 ) 重 整 化 的 BPHZ 方案 


是 y 的 互相 分 离 的 发 散 真 子 图 ， 求 和 集合 {)1… Yc} 不 包括 空 集 {0}, 也 不 包括 
{}, 


1 c 
Q7 = = [ 十 S 全 /mm [I 0 ' (7.5.2) 
这 一 站 


{mc} 

我 们 首先 分 析 (7.4.6) 式 , 这 第 二 项 是 一 个 求 和 式 , 第 一 项 是 五 , 其余 项 是 对 
包含 的 所 有 由 相互 分 离 的 发 散 (D > 0) 的 正规 子 图 %,… ,y 组 成 的 集合 求 和 (如 
果 Dr > 0, {T} 也 是 一 个 要 求 和 的 集合 , 但 是 空 集 不 在 求 和 范围 ) 每 项 是 一 个 这 
样 的 集合 : 对 于 这 样 的 一 项 , 它 的 贡献 是 五 /{7i ?ye} ]] @ 8;, 又 是 由 (7.4.8) 


式 , 即 (7.5.2) 式 定义 的 , 它 是 对 ”的 外 动量 的 泰勒 展开 而 被 展开 的 函数 又 是 一 个 
求 和 式 , 其 中 第 一 项 是 其 余 每 项 都 是 由 一 个 集合 确定 的 , 这 个 集合 是 由 的 
互相 分 离 的 发 散 的 真 的 正规 子 图 + .…7Y,。 组 成 , 求 和 是 对 所 有 这 样 的 集合 进行 
( 昌 然 D，> 0, 但 7 不 参与 求 和 的 集合 , 空 集 也 不 参与 求 和 ) 每 一 项 的 贡献 是 


Ly /yr re ) [| (7.5.3) 
j=1 


而 @-， 又 是 一 个 求 和 式 .…. 这 个 过 程 一 直 要 到 碰 到 的 @, 没有 发 散 正规 真子 图 
时 才 停 止 . 因此 这 是 一 个 多 重 求 和 . 我 们 观察 这 一 个 大 求 和 式 中 的 一 项 , 它 是 由 一 
个 工 的 子 图 集合 确定 的 集合 , 比如 有 下 面 这 么 一 项 : 


?111 
?11 
1 
Y1 121 


2 Yi22 


?4 
这 个 集合 里 面 , 任意 两 个 y 和 7" 之 间 只 有 两 种 可 能 的 关系 , 或 者 Y 和 >" 是 
一 个 包含 男 一 个 , 或 者 两 者 互相 分 离 . 这 种 由 T 的 发 散 子 图 形成 的 集合 (如 Dr > 0. 
也 可 以 包括 工 自己 作为 集合 的 一 个 元 素 ) 称 为 一 个 限制 的 林 多 ., 用 多 (T) 表示 . 
“限制 ” 指 各 个 元 素 一 定 是 表 观 发 散 度 d > 0,“ 林 ” 指 的 是 比如 (7.5.4) 式 相 当 于 四 
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树干 是 7 ys 73 7Y4, 上 面 是 一 级 一 级 的 分 权 的 枝 , 从 (7.5.1) 式 看 , 第 一 项 是 
,. 其 余 项 都 是 由 @-, 形成 的 . 而 从 (7.5.2) 式 看 , 8, 一 定 是 对 > 的 外 动量 的 泰勒 
展开 . 这 种 泰勒 展开 . 对 于 一 个 ee 
凡是 Y 2 7 , 则 先 对 y” 进行 , 后 对 y 进行 . 凡是 7 与 7 分 离 , 即 y 站 7 = 
则 泰勒 展开 运算 是 互相 可 以 对 易 的 , 所 以 次 序 任意 . 
在 明确 了 次 序 规定 之 后 , 我 们 可 以 把 (- 习 ) 移 到 各 项 最 左边 , 由 于 


Tepe ee EE dy (hy Dy, Be Ls), (7.5.5) 
这 一 项 可 以 写成 
[[ (= (7.5.6) 
YE 和 
一 厅 直 外 {Py (7.5.7) 


WY (T) YET) 
求 和 是 对 一 切 工 的 限制 林 进 行 的 , 包括 {T}, {T,7… ,>} 等 , 但 不 包括 空 集 {0}. 
如 果 约 定 当 9(T) = {0} 时 
[=e2) =1 


也 可 以 将 Rr 写成 


Rr = 让 [I[(- (7.5.8) 


"(TT) TEAr 


这 时 多 (T) 可 以 包括 空 集 . 这 就 是 费 恩 曼 被 积 函 数 的 收敛 部 分 Re 的 显示 表达 式 . 
es > 0 时 , 我 们 可 以 把 限制 林 分 为 两 类 , 一 类 是 满 的 , 即 包括 工 的 工 林 ， 
-类 是 正常 的 , 即 不 包括 T, 但 包括 空 集 . 正常 林 的 集合 用 Nr 表示 . 我 们 得 到 


Rr= > (- 了 及 IJ 
区.(T)3m yEW,.(T)—T za yEW(T) 
ed TYE Ne (7.5.9) 
=(=#) 2 [I 


YU (T)ENr YEW(T) 


当 d(T) <0 时 ,所 有 的 限制 工 林 都 不 满 , 给 出 


Res 3 1 {i (7.5.10) 


WT)ENr YEW,(T) 


如 果 当 d(T) < 0 时, 我 们 约定 {= 0, 可 将 (7 (7.5.10) 式 统一 写 为 
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Rr=(1-£) (—t) Ir., (7.5.11) 
形式 上 与 (7.5.9) 式 一 致 . 


7.6 ” 重 整 化 点 的 选择 与 QED 传统 重 整 化 方案 的 收敛 问题 


BPHZ 重 整 化 方案 涉及 两 个 问题 , 一 个 是 相对 于 一 张 正 规 图 7 的 费 恩 曼 积 分 

世 对 输入 动量 go 的 泰勒 展开 是 如 何 将 gs 分 配 到 各 条 7 的 内 线 ape 上 的 分 配 问 

题 . Zimmermann 要 求 这 个 分 配 是 正则 分 配 . 也 就 是 说 , 要 求 分 配 的 动量 的 平方 对 
7 的 各 条 内 线 求 和 

Be i (7.6.1) 


Labo EL(0) 
在 给 定 的 {qs} 之 下 取 极 小 值 , 对 /= 0,1,2,3 都 是 如 此 , 而 不 是 任意 给 的 . 在 下 一 
章 , 我 们 说 明 这 个 要 求 可 以 适当 放宽 , 放宽 到 


Fs .> we (7.6.2) 
Labo EL(Y) 
其 中 , p > 0 只 依赖 于 线 元 Ls 的 类 型 . 比如 在 QED 中 , 电子 线 和 光子 线 的 p 可 
以 不 相同 . 前 面 关于 7.3 节 的 计算 例子 是 lim p( 电子 线 ) = 0 的 情形 , 可 以 带 来 计 
算 的 方便 . 
另 一 个 问题 是 泰勒 展开 的 定义 . (7.1.3) 式 是 用 的 通常 的 大 的 以 人 = 0 为 基点 
的 泰勒 展开 . 然而 我 们 注意 到 , 在 第 6 章 给 出 的 QED 的 传统 重 整 化 方案 (这 个 方 
案 的 优点 是 : 参量 e,m 就 是 在 弱 外 场 极 限 下 电荷 和 电子 质量 的 实测 值 ) 却 不 全 是 
这 样 做 的 . 在 传统 方案 中 , 电子 自 能 的 重 整 化 抵消 项 是 取 


本 0 

F=F-F(#=m)— By lm mm), 
其 中 , F 是 相应 于 电子 自 能 -这 ( 力 的 费 恩 曼 被 积 函 数 . 这 不 符合 (7.1.3) 式 的 统一 
要 求 , 要 符合 (7.1.3) 式 , 我 们 要 取 
一 二 
p=0 Op y=0 Oy 
这 第 二 个 等 式 是 因为 对 自 能 图 2(U) = DW), FF 是 yy 的 函数 . 这 也 就 是 第 6 章 附 录 
6.6C 中 描写 的 抵消 项 . 

类 似 地 , 对 于 顶 角 修 正 , 传统 重 整 化 方案 是 要 求 发 散 常 数 2 满足 


my i 


pn = 


p=0 


二 0 


(PD, s)(A"(p, D) 3 ZY ) (TD, s) 一 一， Ce 


7.6 重 整 化 点 的 选择 与 QED 传统 重 整 化 方案 的 收敛 问题 258: 
后 定义 Ax(p',p) = Ar(p',p) - 2. 这 也 同样 与 BPHZ 方案 不 同 . BPHZ 方案 给 
出 顶 角 修正 的 重 整 化 方案 : 
I*(p',p) = 7*(p',p) — 1*(0,0). 


其 中 . I* 是 Ar(p/.p) 的 费 恩 曼 被 积 图 数 ( 见 (6.6.45) 式 ), 就 会 给 出 


Ar(p',p) = Ar(p',p) — A*(0,0), 


正 古 附录 6.6C 中 描写 的 抵消 项 . 

现在 我 们 要 探讨 的 是 , 这 两 种 方案 的 抵消 项 的 差 是 什么 . 我 们 在 第 8 章 详 细 分 
析 并 证 明了 BPHZ 方案 对 各 级 微 扰 都 是 收敛 的 . QED 的 传统 抵消 方案 是 不 是 也 是 
如 此 呢 ? 我 们 在 下 面 将 证 明 , 这 两 种 方案 或 者 两 种 重 正 化 点 相应 的 抵消 项 的 差 是 有 
限 的 . 当 截 断 参 量 A 一 =c 时 不 发 散 . 


7.6.1 ” 单 圈 图 两 种 方案 抵消 项 之 差 
我 们 计算 单 圈 图 的 电子 自 能 的 两 种 方案 抵消 项 之 差 , 令 传 统 方案 抵消 项 为 
—[a+b(#—m)]=—(a—bm)— by 


由 (6.6.37) 式 和 (6.6.38) 式 : 


_i fi 

= 二 | dz(1+z)m{— nr m+ (1 or] (No Mm)} (7.6.3) 
oN 0 

os a dz(1— Zz) ) {ln[z? Nn 2+ (1 7M] — (Mo Am)} 


ie2? /! Zz(1 — zx)2m? 2 
一 人 ; 入 一 入 7.6.4 
dz 二 可 ( M) ( ) 


.2 | 
a — bm = 3 dXr2m {ln[z2m’ +(1 -7z)X]= (A Am)} 
元 


J 0 


» 7 "] 5 2 
ie“ wil ~— 2 } ua 民 
17 py - 入 一 入 (7.6.5) 
+ a / dll + om | ( NMI) 


用 -种 方 案 给 出 上 的 抵消 项 为 


一 G — by, (7.6.5a) 
人 根据 (6.6.35) 式 得 
，] | a 
= - | dr2m{lnlzm’ 十 (1 一 7)A] = (XA = Nn) (7.6.0) 
8n2 /i 


es 


"1 ‘) py 人 oy 
b’'= Ee | dz{(1— zr)ln[rm’ + (lz)A 一 (A 一 入 AT) 上 }. (7.0.7) 
hn 
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这 两 种 方案 的 差 为 
A=-[(a— bm)—a] —[b— oy 


ig 全 zm? + (1 一 ZX 
a 
/ 0 蝶 rm?2 十 (1] 一 了 并) 和 2 ( w)) 
ie2 站 Z(1 一 Z2)7722 
一 -一 dz21 入 一 人 入 
m{ a | 


ie? Z27702 十 (1 — zr)X 
二 人 作 = RC kag 
rir | Ly 人 {' zm? 十 (1 一 Z) 和 2 ( 中 


ie? . 27(1 — zx? )m? eg 
| dz 人 AAA) (7.6.8) 
当 Aw 一 co 时 , 4 是 有 限 的 . 这 相当 于 人 .0 中 引入 的 抵消 项 之 差 也 是 有 限 的 . 
我 们 还 可 以 从 费 恩 曼 被 积 函 数 这 个 层次 上 考察 问题 . 比如 计算 b 和 wb 之 差 . 由 
(6.6.34) 式 


e2 /! (1 — 7z)# — 2m 
-iy(W)=— | dz | dk 
i3 874 [ | 2 [KR2 十 ZL 一 Z)D2 一 Z702 十 (zz 一 1)X2 十 ie? 


一 (入 一 Am), (7.6.9) 
得 到 
9 | -a 4 (I= 人 0 
Oy -3 "| - /i [kz 十 Z(1 一 Z)Dp2 一 Zn02 十 (Z 一 1)X2 十 ie” 
a { tl? [(1 — 7x)# — 2m][2#zx(1 — 7x)] 
+ J (1— Zz)p 一 2Z702 十 (一 1)X2 十 ie 
一 (入 一 Xu) 
e 4 1 
> 训 | «fa 二 +zl 一)Dp2 一 Z722 十 (z 一 1)AX2 十 ic? 
x{(1— z)[k?+r(1 一 z)22 一 zm2 十 (zz 一 1)X] 一 (1 一 z)[4z((1L 一 2)72 
一 2m 功 ]} 一 (入 一 AM) 
e2 /1 1 
| f/: [2 十 Z(1 一 2)p2 一 CT22 十 (一 1)AX2 十 iel3 
x(1 一 z){E2 一 3z(1 一 z)p2 十 8zm 一 zi2 十 (一 1)X2} 
一 (入 一 Am). (7.6.10) 
令 yW=m, 得 


e? ! 1 1 
= -一 | dz /dO 
8n4 | | / [KE2 一 了 27722 十 (人 一 1)A2 十 ie]3 
x(1—z){k* 十 (3z2 +4r)m 十 (一 TAN =-( 和 一 和 An (7.6.11) 
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令 %=0, 得 


外 六 4 1 
b=—— | drjdk 
874 y / [KR2 一 Z702 十 (一 1)X2 十 je? 
多 代 — wk — wm 4 (x 11M} — (A). (7.6.12) 


b 和 b' 都 是 发 散 积分 , 因为 分 母 对 上 的 需 次 为 6, 分 子 为 2. 还 要 对 积分 4 重 , 所 
以 是 对 数 发 散 积分 . 它们 的 差 为 


/ (1 —%) 
a 
人 mh/ T2m2+ (zo—1)X2+ic?3k2 cmt+ (ro 1 十 je? 
“a 上 +(z 一 1)X?]?[K2 十 (3z2 十 4z)m2 + (7z—1)M] 
一 [大 一 了 27n2 + (x TN Ik cm + (zo 1)X]}. (7.6.13) 


Ab 中 分 子 的 的 最 高 次 窘 消 去 , 因此 有 


. ke 4 ke 
Ab ~ fi kaa ~ ja ks 


积分 收敛 . 费 恩 曼 被 积 函 数 的 这 种 分 析 在 用 第 8 章 的 方式 处 理 我 们 的 问题 有 用 . 以 
上 是 对 电子 自 能 图 - 记 ( 力 的 两 种 方案 , 即 两 种 重 整 化 点 的 抵消 项 之 差 的 计算 . 对 
于 顶 角 修正 A*(p',p), 由 于 Ward 恒等式 Zs = 2 我 们 得 知 它们 的 抵消 项 的 差 


(Zz 传统 7 一 2Z2| 原 点 7*) = ( 边 一 过) 和 5 二 io 


也 是 有 限量 , 当 截 断 参量 一 xc 时 不 发 散 . 在 第 8 章 , 我 们 证 明 (也 可 以 用 第 6 章 的 
结果 来 验算 ) 
Ar(p',p) = Ar(p',p) — A*(0,0) 


是 收敛 的 , 其 中 , A*(0,0) = 2Z2|p=0y*, 因此 对 于 传统 方案 
AY(p',p) = A* (pp) 一 22| 传 统 Y， 
也 是 收敛 的 , 因为 两 者 之 差 
AY(p,p) 统一 A“(P 也) 原点 = iAbY* 


是 有 限 的 . 提醒 一 句 , 我 们 在 前 面 计算 中 只 给 出 zp)A*(P 力 | 太 统 4(P), 计算 表明 它 
是 有 限 的 , 并 未 证 明 作 为 4 x4 算 阵 Ar (pp 咱 传 统 也 有 限 . 
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7.6.2 ”多 圈 图 的 两 种 方案 之 差 


我 们 分 析 多 圈 图 的 传统 重 整 化 方案 与 以 输入 动量 作 以 原点 为 基点 的 重 整 化 方 
案 的 差别 , 我 们 将 证 明 , 这 个 差 是 有 限 的 ( 当 截 断 参 量 一 oo 时 ). 

首先 我 们 解释 一 下 多 圈 图 的 两 种 方案 . 类 比 (7.4.16) 式 和 (7.4.17) 式 . 

(1) 传统 方案 , 是 将 多 圈 图 工 的 费 恩 曼 积 分 Jr 加 上 一 切 约 化 子 图 的 抵消 项 
给 出 的 约 化 图 T; 的 费 恩 曼 积 分 光一 一 抵消 项 是 传统 的 抵消 项 中 一 由 此 得 到 
r= 二 Jr 十 Jr,, 再 用 传统 方式 求 得 . 氏 的 抵消 项 , 最 后 得 到 抵消 之 后 的 剩余 结果 
作为 重 整 化 后 的 多 圈 图 的 费 恩 曼 积 分 . 

(2) 原点 方案 , 即 以 原点 为 基点 的 重 整 化 方案 , 这 是 指 用 传统 方案 得 到 ,Jr = 
J 十 Jr,, 然后 直接 取 抵 消 项 


一 44)( 开 十 2/T,)， (7.6.14) 

其 中 , te) 是 宗 量 函 数 对 输入 动量 {gs。} 的 泰勒 展开 , 展开 的 基点 是 原点 (gs = 0). 
重 整 化 后 的 费 恩 曼 积 分 是 

下 | 项 直 三 (一 友 D)( 丰 十 2 (7.6.15) 

应 该 特别 声明 的 是 , 这 里 . 碟 , 是 用 传统 重 整 化 的 抵消 项 作为 约 化 子 图 的 值 , 而 不 是 


BPHZ 方案 给 出 的 子 图 的 抵消 项 . 为 了 研究 两 种 方案 的 差 , 我 们 需要 将 Ward 恒 等 
式 推广 到 有 抵消 项 时 的 情形 . 
1. 重 整 化 后 的 Ward 恒等式 
一 根 电子 线 中 间 插 一 根 光 子 线 就 是 一 个 顶 角 , 对 于 电子 自 能 图 . 无 论 是 在 它 的 
主干 电子 线 即 有 入 射 和 出 射 的 开放 的 电子 线 , 还 是 它 附着 的 电子 圈 中 的 电子 内 线 上 
插 一 根 光子 线 , 都 可 以 形成 一 个 相应 的 顶 角 图 ， 电 子 自 能 图 都 有 若干 条 电子 内 线 . 
就 可 以 由 此 得 到 不 少 顶 角 图 
图 7.6.1 的 自 能 图 2(p) 插入 新 的 光子 线 后 变 为 五 张 顶 角 图 (图 7.6.2)A4.， = 
1,… ,5. 因此 , 图 7.6.2 对 应 
Ar(p';p) = DiAs (yp',D). (7.6.10) 


利用 类 似 6.4 节 关 于 费 米子 圈 的 规范 不 变性 的 推导 或 在 (6.6.46) 式 的 推导 . 我 
们 可 以 证 明 


Pii(p— pAr(p',p) = Tp) — Elp), (7.6.10) 


Oz 因为 约 化 图 六 的 项 角 数 比 荆 少 , 所 以 在 本 步骤 之 前 已 经 按 传 统 方式 构成 了 抵消 项 . 
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图 7.6.2 


具体 过 程 是 , 从 2(p) 开始 , 每 加 上 一 项 (p 一 p),AY(p',p), 就 把 该 段 的 p 换 成 了 yp 
全 部 加 完了 , 就 使 p' 在 所 有 费 米线 上 替换 了 p, 从 而 给 出 2(Z/). 
由 此 得 到 


—PiAr(p,p) = 7 >(p). (7.6.18) 
1 


在 添加 了 抵消 项 之 后 , 出 现 了 新 的 图 , 这 些 图 是 将 原 图 中 的 正规 子 图 变 为 约 
化 we、 FF， 比如 图 7.6.1 变 为 图 7.6.3. 这 些 图 中 的 约 化 子 图 , 如 
果 不 符合 dy) >0 a 这 一 点 在 传统 方案 和 BPHZ 方案 中 都 是 一 样 
的 . 比如 图 7.6.3 中 的 (c)、(d) 中 的 阴影 代表 的 约 化 子 图 (请 注意 约 化 图 与 约 化 于 
图 的 概念 上 的 区 别 ， 他 鸭 是 将 约 化 子 图 缩 为 一 点 形成 的 图 , 约 化 子 图 指 的 是 阴影 
半分. 它们 外 线 数 > 3). 余下 的 都 有 相应 的 抵消 项 . 

下面 我 们 讨论 自 能 图 的 约 化 图 是 否 满足 Ward 恒等式 . 

与 主干 相连 的 约 化 图 而 且 wy) > 0 的 只 有 两 类 : 顶 角 图 和 电子 自 能 图 项 角 
图 的 贡献 为 4 电子 自 能 图 的 贡献 为 (2Z1 + 力 肋 . 我 们 现 对 进行 与 一样 
的 插入 一 根 光子 线 的 操作 ， Si 子 图 > 的 电子 线 时 , 情况 与 前 面 类 似 : 产 
让 一 个 相关 的 项 角 图 , 比如 对 图 7.6.3(a), 插入 之 后 变 为 一 个 顶 角 图 的 约 化 图 , 如 图 
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(人 (0) 


7.6.4 所 示 . 


图 7.6.3 


图 7.6.4 


7.6.4 是 图 7.6.2 第 一 项 的 约 化 图 , 正好 是 A (p',p) 在 求 不 十 Dir, 时 所 天 要 
的 . 接 下 来 我 们 将 这 些 对 于 Ti 的 插入 光子 线形 成 的 项 角 图 求 3;(p 一 pA pp. 
由 于 约 化 子 图 上 不 插 光 子 线 , 对 i 的 求 和 数 小 于 原来 的 工 图 . 比如 对 图 7.6.3(a) 只 
有 4 张 ,图 7.6.3(e) 只 有 2 张 , 图 7.6.3(f) 只 有 一 张 


7.6 重 整 化 点 的 选择 与 QED 传统 重 整 化 方案 的 收敛 问题 239 . 


对 某 个 AY(p',p) 作 乘 积 (对 y 求 和 ) 
(pn —p,)Ar(p',p)= A—B. 


由 6.6.3 市 的 (6.6.46) 式 推 导 可 知 , 4 相当 于 把 那 段 ( 即 插 光子 线 的 那 段 ) 电子 线 的 
动量 写成 p, B 相当 于 把 它 写 成 了 得 到 的 电子 自 能 图 , 只 是 在 该 电子 线 两 端 (对 4 
为 右 端 . 对 B 为 左 端 ), 端点 的 动量 守恒 不 成 立 . 在 对 i 求 和 之 后 , 中 间 这 些 不 符合 
守恒 律 的 自 能 图 都 互相 消去 , 留 下 符合 守恒 律 的 (pp) 一 区 (p'). 现在 我 们 要 考虑 在 约 
化 子 图 前 后 外 插 光 子 线 的 后 果 . 它 会 造成 该 子 图 的 右边 输入 由 p 到 p' 的 变化 . 比 
如 对 下 图 , 即 约 化 子 图 是 顶 角 时 , 我 们 有 


i - i i y i 
| I pr 


1 1 1 
十 到 | (多 1 
{7 i Wf —d—m+tie 7) 


x 
第 一 项 与 最 后 一 项 消 掉 , 余下 的 两 项 正好 穿越 约 化 子 图 , 相当 于 把 主干 线 的 这 一 段 
分 别 取 动量 py 和 p. 因此 这 项 操作 与 普通 项 角 没有 区 别 . 然而 当 约 化 子 图 是 电子 自 
能 图 >,(7) 时 就 有 新 的 情况 出 现 , 这 时 我 们 要 将 上 式 中 的 Zy* 换 成 对 应 于 自 能 图 
- ( 约 化 子 图 ) 的 抵消 项 -(Z1 + 22 力 , 将 gq 取 为 0, 这 时 第 一 项 与 最 后 一 项 不 能 消去 ， 
在 第 一 项 中 间 应 换 为 -(21 + 2 办. 在 最 后 一 项 中 间 应 换 为 -(21 + 2Z21) ,两 项 相 
减 得 到 


1 
i (7.6.19) 
pg-mtie Z2(¥ - Wil 
2 
Wf —m+tic 四 一双 十 
加 i 17 |-yk ! - 
一 (2 三 Do | )Z2|Y" x Dp—m+i 


所 以 , 如 果 在 im) 的 约 化 子 图 部 分 也 插 上 一 些 光子 线 , 并 且 将 这 些 新 的 约 化 
图 顶 角 ( 即 顶 角 修正 A* = ZIAf 的 约 化 图 项 角 , AY 是 该 史 1(p) 对 应 的 一 系列 项 角 


而 注意 磋 ( 站 的 抵消 项 为 -(21 十 和 2 胡 而 AL(p 和 Dp) 的 抵消 项 为 十 24%" 
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修正 图 ) 赋予 抵消 项 Zz1y*, 则 如 果 2 Zazlmm = 22| 项 角 = 22( 由 (7.6.18) 式 可 以 证 
明 这 一 点 ) 该 项 就 会 参加 上 述 (p,, 一 pi,)A* 的 计算 (A ee 
而 与 (7.6.19) 式 抵 消 . 使 i;(pj 一 pi)AY(p',p) = >(p') - 2(p) 在 有 电子 自 能 Zi(D) 
作为 约 化 子 图 时 也 成 立 . 


这 些 顶 角 A#( 有 时 是 一 个 项 角 . 当 
子 图 7 = D1(p) 只 有 一 段 电子 内 线 时 就 
是 这 样 ) 正 是 原 图 工 插入 光子 线 变 成 项 
角 图 A4 时 , 在 形成 抵消 项 未 给 出 7- - 


J 呀 十 ;Jr 所 需要 的 . 比如 图 7.6.5(a) 
图 7.6.5 是 图 7.6.5(b) Mo 
在 图 7.6.6 中 , (b) 是 (a) 的 约 化 图 , (d) 是 (e) 的 约 化 图 , ( e) 的 约 化 图 . 
结论 : 综合 以 上 分 析 , 我 们 知道 , 只 要 在 各 个 低级 微 扰 级 有 或 者 当日 
能 子 图 Y 有 几 段 电子 内 线 时 有 (图 7.6.6 就 是 这 样 , 那里 有 三 个 顶 角 图 )3;22; = 2 
则 在 图 7.6.6 中 (a) 所 属 的 微 扰 级 Ward 恒等式 也 成 立 . 这 一 结论 对 两 种 重 整 化 方 
案 , 传统 方案 和 BPHZ 方案 都 是 正确 的 . 


(d) (e) (f) 
7.6.6 


由 此 可 见 , 对 于 原 图 或 有 约 化 顶 角 的 约 化 图 只 要 在 所 有 低级 微 扰 中 Ward 恒 竺 
式 成 立 , 则 在 高 一 级 微 扰 中 也 成 立 . 
由 以 上 分 析 , 我 们 有 


(ph — pn) 》 Af(p',p) = 2(p) — Elp'). (7.6.20) 


1 


在 这 里 , A# 和 也 都 是 指 Jr = .不 + 克 中 出 现 的 顶 角 修正 和 电子 自 能 . 也 就 是 


7.6 重 整 化 点 的 选择 与 QED 传统 重 整 化 方案 的 收敛 问题 .241 ， 


说 包括 约 化 图 的 顶 角 修正 和 电子 自 能 . 如 果 我 们 要 在 对 应 工 的 这 一 级 , 即 较 高 的 一 
级 对 电子 自 能 和 对 应 的 一 系列 顶 角 修正 添加 额外 的 抵消 项 , 而 要 维持 Ward 恒等式 
17.6.20) 式 成 立 的 话 , 必须 也 只 须 让 抵消 项 对 应 的 常数 满足 2 = 1221| 顶 角 - 对 py 
取 微 商 . 令 p' =p, 得 9 

= -Bp 


1 


由 于 2(z) 满足 2(p) = 了 工 亡 (22) 十 20) 我 们 得 到 


0 i 
ee 


一 方面 , 当 p? = m? 时, 有 


0 
xD)5 (Pp)u(p) = (pl2Ip fm ) + 7 fm?) + mp fs(m’)u(p), 


9 f 2 y 学 / 了 
而 万 2 = 21yfi(p?) + 户 (p2) 十 2 由 yy+W* = 21pr* 得 


0 
Up)o— Ep)u(p)= (py up Bp Om (7.6.21) 


Op 
对 传统 项 角 修 正 抵消 项 有 
(p) 2 Mop) (p)= -2 Zep)y ulp) 


=—U(p)Y u(p) ) ( 功 让 m 
=—ZL2u(p)Y uu(p). (7.6.22) 


因此 , 在 两 种 重 整 化 条 件 下 , 我 们 都 得 到 Zzl/mi)= 22. 其 中 2o|(m 朋 ) 是 项 角 修 正 
的 抵消 项 22|( 顶 角 ) 7 前 面 的 系数 . 

我 们 在 以 上 推导 中 , 假定 约 化 图 对 应 的 电子 自 能 或 项 角 修 正 的 费 恩 曼 积分 对 外 
动量 的 依赖 形式 与 原 图 的 规律 相同 , 这 是 可 以 证 明 的 . 理由 如 下 

这 里 我 们 要 对 上 述 推导 加 一 些 说明 ， 我 们 要 说 明 对 包含 约 化 因子 图 的 电子 自 
能 和 顶 角 图 也 符合 附录 6.6F 给 出 的 结果 . 

从 附录 6.6F 的 推导 看 , 如 果 将 自费 米线 [动量 为 对 应 的 传播 子 二 全 各 于 
换 成 人 十 mC2 二 2200 人 二 ( 当 这 段 费 米子 线 中 间 插 上 一 个 电子 自 能 约 化 项 点 
时 就 是 这 样 ) 或 者 将 一 个 项 角 修 正 部 分 A 换 成 2 球衣 ?7 的 时 候 , 并 不 影响 推导 
的 结果 . 因此 , 对 于 包含 这 两 种 约 化 子 图 的 约 化 图 , 也 是 如 此 

对 于 光子 线 ， 如 果 在 中 间 插 上 de ee sy 


而 占 2 pH Dy -ig —igX :AD AkP)Z gp pn, 
Vi (kg — 大 1 天 )20， 就 使 变 为 72 = 0 = ) z0 7 二 让 人 


大 十 ie 
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hie 0 KA) 这 种 改变 也 不 会 影响 推导 结果 , 因为 第 一 项 与 过 去 光子 线 
的 分 子 形式 一 致 , 第 二 项 变 为 连接 这 个 约 化 顶 角 的 两 个 费 米 子 线 上 的 两 个 顶 角 上 每 
个 顶 角 两 边 的 动量 旋 量 之 差 Ay( 比 如 在 一 根 费 米子 线 上 , 顶 角 为 YA》， et 加 
志和 = 全 二 全 ,K 的 位 置 在 ?> 原来 的 位 置 ) 
按 前 面 关 于 电子 自 能 的 分 析 , 在 动量 为 4 的 电子 线 分子 上 插入 一 个 4 是 不 影 
响 附录 6.6F 的 推导 和 结果 的 . 

综 上 所 述 ， 对 于 约 化 图 ,电子 自 能 也 有 形式 2(p) = Z( 力 ,以 及 An(p,p) = 
fa(P)Yr + folWYLY = Tp fi(W) + ya(WD), 因此 (7.6.20) 式 ~(7.6.22) 式 的 推导 对 
于 有 约 化 子 图 的 2(p) 和 A?(p,p) 也 正确 . 


2. n 圈 顶 角 修 正 
考虑 一 个 n 圈 顶 角 修 正 A*(p',p), 先 构造 它 相 应 的 


元 = +,. 


其 中 , Pi 是 将 工 中 的 一 部 分 互相 分 离 的 正规 子 图 {7r}, (d(Y) > 0) 缩 为 一 
角 , 它 的 值 形 成 一 个 抵消 项 . snd 比如 说 y+ 是 一 个 顶 角 
修正 A%, 它 的 值 就 是 ~ Zo;Yy*，22; 由 传统 方式 (6.6.72) 式 确定 . 如 果 是 一 个 自 能 
图 . 它 的 值 就 是 ~ 21 + 2Z2(y 一 m), 21, 2Z2 由 (6.6.36) 式 确定 , 即 


Z1 =i(—ii(W)) wp 


2 =137 iE) ym 
当 六 为 真空 极 化 图 时 由 ~ iT“() 确定 , 其 中 #2 是 对 大 的 以 原点 大 = 0 为 基 
点 的 二 次 泰勒 展开 (6.6.25) 式 . 我 们 强调 , 这 些 抵消 项 自己 也 不 是 由 原来 的 入， 给 
出 的 , 而 是 以 相应 于 yy 的 了, = 妃 + .由 传统 方式 给 出 的 

(1) 我 们 现在 在 最 后 一 步 以 BPHZ 方式 给 出 的 抵消 方案 . 因为 现在 是 项 角 售 
正 , 所 以 有 


(7.6.23) 


元 = (1-t0) 7 (7.6.21) 
也 就 是 
AY(p',p)| 原 点 = Ag (p',p) — Al(0,0) = C(p',p). 
其 中 , A4(p',p) = Jr. 我 们 要 强调 的 是 , 这 个 式 子 中 构成 . 的 抵消 项 中 使 用 的 也 
并 不 是 由 BPHZ 方案 给 出 的 , 而 是 由 传统 方案 给 出 的 . 所 以 我 们 称 为 BPHZ 方式 . 
它 给 出 的 余 项 称 为 A# (7 太原 点 : 
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人 我 们 将 在 下 一 小 节 证 明 如 果 当 圈 数 小 于 ”时 两 种 方案 发 散 图 的 抵消 项 之 差 
都 有 限 , 那么 A%(z/,P )| 原 点 是 收敛 的 , 即 有 限 的 . 因此 C(p,p) 是 有 限 的 . 现在 我 们 
计算 A# (2 ,PP)|( 传 统 ) 与 A(p',p)|( 原 点 ) 的 差别 , 证 明 它 是 有 限 的 . 

(2) 我 们 曾 “ 般 性 地 证 明了 A4(00) ~ yu, 因此 A#(00) = 一 24| 项 角 Y*(6.5 节 ). 
这 是 因为 它 在 5-!1.……5 之 下 像 z+ 一 样 变 换 ,而 p' = 0 和 p= 0 是 洛 伦 效 不 变 的 . 这 
一 点 在 6.5 节 有 证 明 . 但 是 这 个 证 明 没有 考虑 六, 项 . 要 考虑 这 种 项 , 必须 考虑 在 比 
n 小 的 顶 角 修正 中 传统 方式 的 抵消 项 是 不 是 洛 伦 兹 协 变 的 . 结论 是 肯定 的 , 因为 顶 
角 修 让 的 术 济 项 2 天 前 站 济 他 下 拓 量 . 自 能 抵消 项 2Z1 十 2Z2(y 一 m) 是 洛 伦 效 标 

量 . 而 真空 x 极 化 的 抵消 项 是 洛 伦 效 二 阶 张 量 . 只 要 发 散 常 数 2Q2i| 顶 角 ; 22i| 顶 角 , 21, 22 
各 不 交 二 上 述 结论 就 成 立 . 

3) 传统 方式 给 出 


(PD, s)[AY(p,p) + Z2ilm 角 Yu(P,s) = 0. 


易 一 | u(B,s)IAY(p,p)—AY (OO)]u( BP, s) = (FP, s)AY (P,P)— 2 项 角 Y*]u(D, 5) = 
(万.s)C(p.p) u(,s) = B(p) 有 限 , 因为 C(p,p) 有 限 ， 所 以 (PD,s)(22i| 项 外 
es u( 克 ,s) =0 一 B(p) 有 限 . 由 于 对 确定 的 +， 
MO 
ye(m— WD) + 2pr 


i a 二 
=U(p.s) u(p,s) 
A 
= 全 66s (7.6.25) 
m 
当 s=s 时 一 般 非 0. 因此 
Z2i 一 20; = —B(p)/u(D, s)y" ul(D, s) 二 有限 . (7.6.25a) 


) 如 果 A%(7,P|( 原 点 ) 是 有 限 的 话 , 那么 人 (2 ,p)|( 传 统 ) 二 A4 (P/ ,了 )|( 原 点 ) 十 


(2zi 一 2)7 也 有 限 . 因此 i Dp',p) = A*(p',p) 也 有 限 . 
3. 电子 自 能 图 
我 们 研究 电子 自 能 图 . 令 -i2(P) = Jr+ 2 dt, = 3(p) ) 的 泰勒 展开 


其 中 包含 约 化 图 的 抵消 项 由 传统 方式 给 出 ， Rs 
- 般 


可 利用 证 明 嘻 (p) 只 是 的 函数 的 方法 ( 见 附录 6.5A 或 附录 6.6P)， 我 们 可 以 证 明 A4 (P,P) 的 
形式 为 Ip 用 ( 胡 十 2( 胡 因此 ,当地 二 m2 时 ,Za 与 六 无 关 , 与 p 盛 关 (1p"- 2 ("+ 7* WD)). 
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(一 m) 的 2 次 以 上 项 
a = (一 这 (内 )| 大 mw 
b= 友 (- 记 (办 )| (7.6.26) 
由 于 pju(p) = mu(p), 因此 有 
[-iZ(W) ~ a —b(#— m)]u(p) = 0， 
> [一 这 ( 力 一 avwv(p) = 0. (7.6.27) 
另 一 方面 , 用 BPHZ 方式 ， 一 这 (D)|( 原 点 ) 二 一 5(W) 一 a’ 一 by, 其 中 
a = —iZ(W)|p=0; 
We 
一 而 和 ( 功 ) |p=o， 
a +b'y=t0) (-iD(W)), 
一 这 (p)|( 原 点 ) = (1 ~ #6)(-iD()). (7.6.28) 
A 我 们 将 在 后 面 证 明 若 圈 数 少 于 n 时 , 两 种 方案 发 散 图 的 抵消 项 之 差 都 有 限 . 
则 一 记 (p)|( 原 点 ) 是 有 限 的 . 所 以 


(-iE(p) — a’ — bp) ulp)= iS(p) 
一 [这 


(原点 )&(D) 
(CD) 一 (ao +om)— bp—m)) ul(p) 
= [一 这 (p) — (ao 二 六] ul(p) (7.6.29) 
是 有 限 的 . 由 (7.6.27) 式 ~ (7.6.29) 式 得 
(ao +b'm—a)u(p)=0— (这 | 号) u(p) = 这 (D)| 原 点 VD) 二 有限. 


因而 a’ 十 bm 一 a = 有 限 . 
又 由 Ward 恒等式 : 


b= —iZ» = -i 22i| 顶 角 ， 
b' = —iZ; = 一 1》 ， 2 和 | 顶 角 (原点 方案 的 Ward 恒等式 ). (7.6.30) 
由 于 Zz; 一 2 和 有 限 ((7.6.25a) 式 ), 所 以 


22 一 2 有 限 ， 
0 一 以 = 有 限 . (7.6.31) 
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其 中 ,5b 是 中 传统 , 是 外 原点, 得 到 


一 这 (站 )| 传 统 一 (pln ) = +b -ab(y—m) 
=a ~atbm+(b —b)y 
=(a +bm—a)— (bb)m 
4 Bg (7.6.32) 


这 个 结果 是 有 限 的 . 
4. 真空 极 化 图 


我 们 考虑 真空 极 化 图 时 , 发 现 对 传统 重 整 化 条 件 和 BPHZ 方式 , 公式 是 一 样 的 ， 
所 以 两 者 之 差 为 0, 当然 是 有 限 的 , 在 真空 极 化 图 重 整 化 时 有 


di 条 忆 ( 斋 


其 中 ,IY(k) = 克 十 2 = 大, 包括 约 化 图 费 恩 曼 积分 之 和 以 及 原 图 的 费 恩 曼 
内 分 , 在 这 里 需要 着 重 考虑 的 是 规范 不 变 条 件 在 约 化 图 的 费 恩 曼 积 分 中 是 否 依然 遵 
于. 按照 6.4 节 的 分 析 , 对 一 个 n 顶点 费 米 圈 项 角 光 子 线 上 动量 与 该 费 米 子 圈 费 四 
曼 积 分 的 乘积 , 有 公式 


有 …) 三 (Pp, — pra ) JP (ky, .…)=A1— Bi. 


其 中 , 砍 二 各 是 进入 ji 点 的 费 米 子 动量 , 而 41 和 Bi 是 将 pi 点 及 其 光子 线 并 
到 它 之 前 和 它 之 后 ( 指 沿 费 米 子 圈 的 方向 ) 的 相 邻 顶点 形成 的 n 一 1 顶点 的 费 米子 
疾 给 出 的 费 恩 曼 积分 , 对 了 的 求 和 使 这 些 费 恩 曼 积分 两 两 相 消 , 因此 得 


Dykip (kis) = 0. (7.6.33) 


现在 考虑 约 化 图 的 上 述 分 析 . 当 ji 不 属于 约 化 子 图 Y 时 , 所 有 分 析 痢 与 前 面 
相同 , 电子 自 能 图 对 上 述 (7.6.33) 式 的 分 析 显 然 没 有 影响 ; 当 考 虑 yo 正好 在 约 化 了 
图 上 , 容易 看 出 , 这 种 约 化 子 图 只 能 是 顶 角 修正 图 , 比如 图 7.6.7. 

当 这 个 顶 角 是 约 化 图 时 , 它 的 页 献 是 丈 | 磊 俐 77 
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图 7.6.7 


正如 在 Ward 恒等式 的 分 析 7.6.2 节 第 1 小 节 中 得 到 的 结果 , ja 点 处 在 该 项 
角 修 正 的 各 个 位 置 时 的 和 式 2;2i| 顶 角 ?4 正好 给 出 Z2y*, 而 (7 一 Pn) x 22m75 给 出 
Z2(W 一 加 . 这 正好 是 把 j 点 取消 给 出 的 两 个 动量 的 自 能 图 2(.…) 的 约 化 图 值 之 
差 , 也 就 是 21 + Zoy 和 2Z1 + 221 的 差 , 所 以 使 得 (7.6.33) 式 的 各 项 相 消 同样 能 实 
现 . 因此 具有 约 化 子 图 的 约 化 图 也 同样 满足 规范 条 件 , 只 是 相关 的 顶 角 修正 不 是 单 
独 的 一 个 , 而 是 与 同一 个 ZJ 相关 的 所 有 顶 角 修正 图 都 要 加 在 一 起 , 即 如 图 7.6.% 
中 的 几 个 图 相 加 才能 满足 规范 不 变 条 件 . 


Hil A Hl 


图 7.6.8 
5. Furry 定理 对 约 化 图 成 立 的 证 明 
最 后 容易 证 明 Furry 定理 对 约 化 图 也 成 立 . 因为 约 化 顶 角 就 相当 于 ~+ 的 倍数 ， 
余下 的 QED 的 图 都 是 d(T) < 0 或 者 是 真空 图 , 前 者 有 六 = 元 不 用 考虑 元 的 拭 
消 项 , 这 一 点 两 种 方案 也 是 一 样 的 . 后 者 因为 只 在 最 后 的 费 因 曼 积分 中 提供 一 个 总 
的 相 因 子 , 在 两 种 方案 中 也 都 不 用 考虑 重 整 化 的 问题 . 
到 这 里 为 止 , 我 们 证 明了 如 果 n 圈 的 费 恩 曼 积分 满足 : 


并 | 原点 = (1 一 中) 天 = (一 二 DC 十 到 站, 


有 限 的 话 ( 当 截 断 参量 A 一 se 时 ), 那么 相应 的 传统 方案 给 出 的 .元 ws 与 它 的 关 
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也 有 限 . 从 而 . 克 | 传 统 也 有 限 . 
7.6.3 ”传统 方案 的 收敛 性 


我 们 在 7.6.2 节 证 明了 . 对 于 nn 圈 图 . 传统 方式 与 BPHZ 方式 , 即 原点 方案 的 抵 
消 项 的 差 是 有 限 的 . 这 里 假设 . 厅 = 五 +z2' 克 都 是 由 传统 方案 给 出 的 , 抵消 项 对 于 
BPHZ 方式 为 -t4 天 . 其 中 #0 是 以 原点 g = 0 为 基点 的 泰勒 展开 . 当 d(T) <0 
时 . 令 其 为 0. ese 传统 方案 是 如 下 规定 , 对 于 顶 角 修正 AY (p',p), 抵 
消 项 Zs* 满足 : 


(pA (ppP)u(p) = —Z2iy" 


其 中 .a(p) = (Bs),u(p) = (Bs). 
当 对 同一 根 电子 自 能 图 派生 出 来 的 一 系列 顶 角 修正 ( 即 分 别 在 主 电子 线 某 内 
线 上 插 上 一 根 光 子 线 形成 的 一 系列 顶 角 修正 ) 求 和 时 有 


122i 项 角 二 22| 项 角 二 2 


这 是 由 于 Ward 恒等式 . 
对 于 电子 自 能 图 -这 ( 力 , 传统 方式 规定 抵消 项 为 Z1 + Zo(# 一 m). 其 中 2Z1 = 


EI 22 = | ,对 真空 极 化 图 I (4), 与 BPHZ 方式 一 样 , 抵消 项 


也 是 一 tT (k), 一 ti 是 基点 为 =0 的 泰勒 展开 . 
因为 抵消 项 对 两 种 方 案 都 是 类 型 相同 的 多 项 式 (比如 .对 A 和 5(p) 是 4x4 
知 阵 ). 所 以 在 算 子 层 面 上 是 相同 类 型 的 算 子 , 它们 的 差 也 是 如 此 . 
根据 第 8 章 8.3.2 小 节 的 “注意 ”和 8.4 小 节 的 “注意 ”, 这 种 差别 产生 的 项 
Rr 的 1 办 次 < 一 MV(T), 因此 是 收敛 的 , 这 样 可 以 用 Zimmermann 的 方式 证 明 传 
ie 二 收敛 的 . et (在 正常 化 前 提 下 ) 层面 上 的 分 析 来 证 明 . 
我 们 由 QED 的 拉 格 朗 日 量 (6.6.90) 式 与 (4.1.13) 式 , 得 


I> 


和 -IF iy ~ (OA* + wo m)y — Wey Ajy = 也 自由 十 I. 
此 中 
2 一 一 人 Wy! vA, (7.0.34) 


正 微 扰 部 分 
在 单 疾 图 重 整 化 后 有 抵消 项 ， 这 是 由 (7.6.34) 式 的 相互 作用 形成 的 ， 传统 方 
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案 为 
A 络 | 传统 = 一 TZoPr Fy + Zo (i — Mm)y + Ziv — eZo yr Apy 
对 -7 ZoP Fy, + Zo (iB)Y + Zaby — eZopy VA, 
Za = ZL1 — Zom. (7:6.39) 
BPHZ 方案 为 
和 A. 玉 | 原点 二 lz pw “Py + ZPD)Y + Zi — eZ YY AL (7.6.36) 


4 
相应 的 差 2 - ZZ 一 2Z' 是 有 限量 , 相应 的 算 符 为 


6.2L7(1) = uayl es jw + wow 一 eu yy A 


一 e“ | ul(iy) 办 十 e2B(1)wWuy 一 e: 3a(1)w34u4 (7.6.37) 


如 果 我 们 计算 双 圈 图 , BPHZ 方案 就 是 用 (7.6.34) 式 的 .如 = 一 evryrwAj 作为 
微 扰 来 形成 一 个 工 图 的 费 恩 曼 积 分 由 = . 左 十 Jr,, 其 中 工 ; 是 TT 的 约 化 图 . 在 
的 化 图 中 茶 电 发 若 正 规 子 图 打上 阴影 变 为 “ 约 化 图 顶 角 `. 这 些 顶 角 的 系数 是 发 散 
常数 , 在 正常 化 之 后 , 当 截 断 参 量 有 限时 是 些 有 限量 甚至 是 小 量 . 当 截 断 参 量 一 、 
时 发 散 . 然后 作 (1 - 好 下 ) 水 ， We 现在 考虑 把 . 帮 ， 中 的 约 
化 顶 角 用 传统 的 抵消 项 代入 , 就 会 多 出 一 些 项 , 这 些 项 我 们 用 5.Jr, 表示 . 它们 是 将 
BPHZ We 7.6.37) 式 中 的 项 . 我 们 发 现 , 这 时 的 
JJ 十 2 三 正好 可 以 分 为 两 部 分 , 其 中 51 形成 一 些 由 新 项 角 即 ( 7.6， 37) 式 中 
的 顶 角 ( 称 为 派生 顶 角 ), 参加 构成 的 工 给 出 的 7: 它们 的 表 观 发 散 度 d(T) 与 d(T 
相同 , 因此 
(1 一 44 中 )316Jr, < oo( 有 限 ). 


这 项 与 原来 的 (1 一 44)). 丰 < oo 合 在 一 起 得 到 (1 一 14) 下 < oo. 其 中 算 .元 时 . 
对 械 的 约 化 子 图 全 部 用 传统 的 抵消 项 , 即 (7.6.36) 式 . 

我 们 可 以 用 如 下 观点 考察 问题 , 我 们 称 (7.6.37) 式 中 的 顶 角 为 派生 项 角 . 其 中 
人 e2a(1)vipw 十 e2B(1)ww 对 应 单 圈 自 能 图 , -esa(Dw32uw4， 对 应 单 圈 顶 角 修 证 
了, 我 们 把 派生 顶 角 对 应 的 圈 图 称 为 它 的 复原 图 . (7.6.34) 式 中 eww 对 应 原 
始 项 角 . 如 果 我 们 把 这 两 个 式 子 合 起 来 , 就 得 到 一 个 有 三 种 图 对 应 的 微 扰 各 
们 是 有 限 的 一 一 然后 我 们 做 BPHZ 方案 的 微 扰 论处 理 n= 2 以 下 的 微 扰 问 题 .向 
扰 论 费 因 曼 图 的 法 则 是 , 只 要 符合 人 的 费 恩 曼 积 分 就 一 定 会 出 


现在 散射 振幅 中 , 而 且 系 数 就 是 < a(S 是 对 称 因子 ), 当 我们 考虑 双 圈 图 微 扰 论 展 3 
时 , 每 当 双 圈 图 工 的 约 化 图 中 出 现 一 个 约 化 子 图 为 单 圈 图 的 约 化 图 P, 时 . 就 会 在 
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三 1 的 微 扰 中 出 现 (7.6.37) 式 中 的 派生 顶 角 参加 的 项 5T;, 它 的 复原 图 (就 是 把 产 
生 派 生 顶 角 的 原 图 画 出 来 得 到 的 图 ) 与 T; 相同 , 这 些 项 相 加 , 正好 使 由 BPHZ 方 
家 有 和 国 国 丰 汪 夺 全 向 这 这 是 因为 我 们 需要 的 5T; 符合 费 因 曼 图 
规则 . 在 双 圈 图 之 后 . 派生 顶 角 微 扰 项 变 成 


6.21(2)= [+e2a(l) + elYia;(2)) widy + [e*B(1) + eiB;(2) wy 
+[~e?a(l) ~ esDiyai (Dy YAL. (7.6.38) 


其 中 , 前 两 项 中 ct 项 对 应 两 种 双 圈 电子 自 能 图 , 最 后 一 项 对 应 单 圈 图 和 6 种 双 轿 
顶 角 修正 图 . 顶 角 修正 是 两 组 , 分 别 与 两 种 自 能 图 对 应 . 

当 作 3 圈 图 时 . 我 们 考虑 以 (7.6.34) 式 的 Cr 和 (7.6.38) 式 一 起 形成 的 微 扰 作 
普通 的 BPHZ 方案 抵消 项 , 把 n= 0.n = 1,n 一 2,n = 3 的 微 扰 放 在 一 起 , 就 会 发 
现 所 有 传统 抵消 项 歼 , = .下 | 十 6Jr,. 这 里 的 下 是 指标 准 的 由 BPHZ 方案 给 出 的 
抵消 项 . 5Jt, 项 正好 是 (7.6.38) 式 中 的 相应 顶 角 参 加 的 费 恩 曼 积 分 , 因为 它们 正好 
符合 构图 法 则 , 反之 . 由 (7.6.38) 式 中 派生 顶 角 参加 的 5.7,, 它 的 复原 图 一 定 是 茶 
个 三 圈 图 的 约 化 图 T;. 有 派生 顶 角 参加 的 , 复原 图 与 T; 相同 的 费 恩 曼 积 分 求 和 得 
的 抵消 项 不 是 纯粹 由 原始 顶 角 -ewyrwA4j 构成 的 天 ,而 是 厅 ,| 传 统 二 Ti 原点: 

在 Jr,| 原 点 中 ， 双 圈 约 化 子 图 中 的 单 图 图 是 用 传统 方式 定义 抵消 项 的 这 是 由 于 
17.6.38) 式 中 的 各 项 都 “ 钻 进 了 ”所 有 可 能 的 子 图 中 了 , 只 要 子 图 与 派生 项 角 的 复 
原 图 相同 . 

以 上 推导 可 以 推广 到 任意 圈 数 , 下 面 举 一 些 例子 . 对 电子 自 能 图 7.6.9(a), 要 加 

入 (b) 和 (c) 然后 形成 


J'Tr 二 Jr, 市 /FE;, 十 Jr, 3 J 二 J 站 Jr; 三 Jr 十 Dr (7.6.39) 


在 这 里 . 帮 表示 准 的 BPHZ 方案 给 出 的 对 应 下 图 的 Rr 在 动量 空间 的 积分 . 
在 图 7.6.9 中 , (b) 和 (c) 中 的 约 化 子 图 相应 的 费 恩 曼 积 分 都 是 -eZs4Y*， 当 把 这 
些 夺 角 修 正 由 BPHZ ， 统 方案 时 ,又 要 在 其 中 将 顶 角 修 正 的 阴影 部 分 加 
F (7.6.37) 式 中 的 -ec3a(1)y*( 这 是 有 限量 ), 相当 于 取 (7.6.34) 式 中 的 微 扰 项 .2 
和 (7.6.37) 式 一 起 作为 tg 即 没 有 约 化 图 项 角 ). 和 1, 所 以 顶 角 部 分 变 为 [=。 一 


ra C1 )]wYy* WA,. 


过 有 
a 


(2) 


Mr 


图 7.06.9 
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BPHZ 方案 要 求 所 有 的 微 扰 都 要 参加 构图 , 因此 在 单 疾 图 中 就 会 出 现 图 7.6.10. 


(6b) 
图 7.6.10 


我 们 分 别 以 5Jr, 和 56. 不 . 表示 它们 的 费 罗曼 积分 . 当 取 (7.6.36) 式 作 为 约 化 项 
角 的 对 应 算 子 时 , 一 i 了 (la = (1 一切))Jr, 其 中 天 = 克 + 下 下 ( 带 撒 “号 的 是 
指 BPHZ 方案 给 出 的 ) 就 是 标准 的 只 有 原始 .和 名, 即 最 初 的 顶 角 参加 的 BPHZ 方案 
的 重 整 化 电子 自 能 . 在 第 8 章 , 我 们 证 明 它 是 有 限 的 , 这 里 码 ， 是 对 po.pi.p2.ps 的 
以 p=0 为 基点 nh 

现在 有 派生 顶 角 -eSa(1)wy*wA,, 参加 的 图 对 应 的 费 恩 曼 积分 迭 加 到 .7 上 . 
就 使 得 及 +6Jr, = 间 ， he eine 致 , 弄 = 玉 二 3,6Jr = 
Jr 十 Jr,， 这 样 得 到 的 (1 一 t9) 交 还 是 有 限 的 , 因为 它 是 分 别 由 两 组 顶 角 构成 
的 图 F 和 Tss, Psc 作 标 准 的 BPHZ 方案 得 到 的 结果 的 线性 组 合 . 我 们 有 : .i- = 
J 人 TT 十 J'rss 十 rs 由 第 8 章 , (1 一 tD0)7r 和 (1 一 +).J'r 都 有 限 (事实 上 .由 
于 Te 和 Ts。 没有 真 的 发 散 子 图 , 它们 的 承 ，= .;,, 天，= 下 ) 因此 , 对 于 以 伟 
0 一 这 (p) 一 这 (p)| 原 点 = (1 es 元 也 收敛 . 

A 对 于 双 圈 真空 极 化 图 HI*(), 它 的 原 图 和 约 化 图 为 图 7.6.11(a). 相应 地 由 
(7.6.34) 式 作 微 扰 给 出 ,Zr = .Tr, 十 机 十 并 


H v AH 1 


(a) (b) (o) 
图 7.6.11 
由 于 (7.6.37) 式 中 的 派生 顶 角 , 其 复原 图 与 图 7.6.11 中 (b)、(c) 相同 的 有 图 
7.6.12. 这 些 图 自己 没有 真 的 发 散 子 图 , 所 以 它们 的 ,7r 就 是 .不 自己 . 即 77、 
Jrs ri。 = rs 与 图 7.6.11(a) 的 费 恩 曼 积分 J'r， = ,二 并 , 十 江 . 一 起 . 


共 形 成 三 个 1, 它们 的 和 I 十 十 Jr， = .是 由 传统 方案 定义 的 沁 3 
它们 按照 BPH2Z,， 都 遵守 (1 - 42)7 = 有 限 < =， 所 以 它们 的 和 .也 遵从 


(1 — 2)n, < oo， 也 就 是 有 限 隐 


AA 当 图 7.6.11(a) 作为 子 图 出 现在 更 大 的 图 ， we 如 果 要 构造 ,图 7.6.11 中 
还 得 添上 图 7.6.13 中 I (al) 图 . 因为 这 时 图 7.6.11(a) 是 一 个 真子 图 . 在 形成 .7 时 
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上 它 作 为 约 化 子 图 对 应 的 约 化 项 角 . 


相应 地 , 图 7.6.12 ws 7.6.13 中 的 (9), (>) 图 即 由 派生 顶 角 参加 的 约 
化 图 . 这 些 图 (a). (3). (>) 自 ee 因为 真空 极 化 自己 没有 独 
立 的 派生 顶 角 ( 见 7.6.2.4 节 ), 但 它们 的 子 图 是 有 的 . 


rom 


(8b) (Arc) 
图 7.6.12 
[a (53) (7) 
图 7.6.13 


AAA 再 举 一 个 完全 的 例子 . 考虑 图 7.6.14(a) 及 其 约 化 图 , 7.6.14(a) 是 一 个 四 
图 图 . 把 5.(3)( 方 程 (7.6.38) 式 与 52(2),50.2(3) 类 似 .) 作为 微 扰 之 后 , 相关 的 有 
pape 0 9)~(15) 图 中 包含 有 顶 角 修正 的 单 疾 图 
的 派生 顶 角 . (9) 图 中 有 三 图 顶 角 修正 的 派生 项 角 . 

考察 这 些 图 , 我 们 有 如 下 发 现 : 

1) 使 (b) 中 的 单 圈 自 能 由 BPHZ 方案 变 为 传统 方案 : 
3) 使 (6) 中 的 单 圈 自 能 由 BPHZ 方案 变 为 传统 方案 ; 
(c) 十 ( (6) 使 (c) 中 的 双 圈 图 自 能 变 为 传统 方案 ; 
(f) 十 (4) 十 (7) 使 (f) 中 的 双 圈 图 自 能 变 为 传统 方案 ; 
+ (10) 使 (d) 中 项 角 修 正 单 圈 变 为 传统 方案 : 
(0) 寺 (3 寺 (DD) 二 (13) 使 (0) 中 的 单 圈 项 角 修 正 及 电子 自 能 都 变 为 传统 方案 : 
(f) 二 (4) 十 (7)] 十 (12) 填 (14) 十 (15) 使 (f) 中 的 单 圈 顶 角 修 正 变 为 传统 方案 ; 并 
使 (f) 中 的 电子 自 能 双 圈 图 变 为 传统 方案 . 
I(g) + (5) 十 (8) 寺 (9)] 使 (g) 中 的 顶 角 修正 变 为 传统 , (9) 中 包含 一 个 :图 项 角 
网 的 派生 项 角 -eo (PY PA,. 
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让 各 
(1) (3) 
十 
(4) (5) (6) 
十 
(7) 
二 


(10) 
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Fe Fe 2 
(13) 14) (15) 


图 7.6.15 


到 此 为 止 , 所 有 子 图 中 的 抵消 项 全 变 为 传统 方案 . 我 们 看 到 , 图 7.6.13(a)~(f) 
是 完整 的 TT 和 它 的 约 化 图 fT; 相关 的 克 十 也 郊 , 给 出 .Jr 图 7.6.15 中 To) 作为 
原 图 . Tow l (ays Taysl sy 是 它 的 完整 的 一 套 约 化 图 ， 因此 


Jr) 时 加 者 Jres) 一 J 


I (6) 作为 原 图 , 有 dr 二 ry 卡 ri, = = rT(6); 上 (10) 作为 原 图 , 有 se 二 rvs 
/r,s 二 = (10) ; Drey 作为 原 图 , 有 Jr,, = = he 没有 真子 图 )， (13) 十 上 Gd) 三 
天， J 二 天 46y, 因为 Tas ， 没有 让 的 发 册子 图 

把 全 部 结果 加 起 来 得 到 .7 -yy f, 工 包括 下 .Ta 6 To) Euao Ts 工 a5)， 
由 于 派生 顶 角 的 表 观 发 散 度 是 它 的 9 hte ee 从 
而 等 于 相关 ?* 的 表 观 发 散 度 , 所 以 4(T) = d(T), 因此 由 第 8 章 有 


(1 —14(D)J < eco. 


我 们 还 要 考虑 一 个 反问 题 . 凡是 有 派生 顶 角 参加 的 图 都 有 确定 的 复原 图 , 它们 
就 是 某 个 由 .2 作 顶 角 构 成 的 图 了. 这 些 派 生 顶 角 参 加 的 .不 正 是 构成 传统 抵消 项 
形成 的 元 所 必须 的 , 不 会 多 一 个 , 也 不 会 少 一 个 , 因为 费 恩 曼 图 构图 规则 所 允许 的 
就 是 那 一 项 , 正如 第 5 章 证 明 的 那样 . 

7.6.4 ”从 费 恩 曼 被 积 函 数 角 度 分 析 
我 们 再 用 Zimmerman 的 方式 也 就 是 从 费 恩 曼 被 积 函数 的 角度 来 阐述 上 面 的 观 


点 .前面 在 7.6.2 节 , 我 们 证 明 的 是 , 对 任何 发 散 正 规 图 Y 有 QQy| 伟 统 三 Qy| 原 点 十 0C27y， 
其 中 
人 5| 原 点 [ 十 pk : Pe I] 人 nm | 传 四 和 人 ”局 | 传统 (7.6.40) 
{yf } 
如 条 定义 


/ 和 
忆 | 导 统 三 五 二 Dm 有 (6Q5y + Qnr 原点 ) 
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则 

@; | 传统 QC— td RB, | 传统 : (7.6.41) 
那么 , 我 们 可 以 定义 一 个 限制 的 y 林 , 即 由 一 系列 发 散 正规 图 入 一 一 它们 之 间或 
者 包含 , 或 者 分 离 , 也 就 是 不 交叉 一 一 形成 的 集合 , 其 中 最 大 的 是 7, 它 包 含 其 余 
的 . 把 @:;| 传 统 用 7 林 U(Y) 的 方式 来 定义 . 


Cr| 传 统 二 0@ 人 (> 十 /yrel71(0@y; 十 GOn-| 原 点 ) 
{71…7c} 
其 中 , ”不 包含 对 {7y} 的 求 和 , {m1;:…7Yc} 是 互相 分 离 真 的 发 散 正 规 子 图 的 集合 
(真子 图 指 不 包括 7 自己 ), 由 此 得 


Q7 | 传统 二 Qt € 二 Ly "Ye I[( 6Q), ET 


{71…7c} T 三 1 


1 (7.6.42 ) 
可 ie "Yr 人 [GQ as 本 十 pa a 让 * 
{Yr ?rr i=1 
我 们 分 析 公式 (7.6.42), 每 一 项 的 终点 (最 右 端 ) 都 是 I 5Q， 的 形式 , 其 中 {1 


7} 是 一 群 互相 分 离 的 ~ 的 真 的 正规 发 散 子 图 . 它 的 前 面 是 一 系列 的 包含 它们 的 宇 
图 x 的 -td 的 连 乘积 作用 于 二， xT.5sQ@ 上 . 我们 把 集合 {3 > 叫 
作 Y. 因此 , y 图 有 许多 V， 如 果 我 们 把 含有 V 作为 子 集 的 如 下 的 正常 林 . 叫 作 
U(Y)v: 它 的 一 切 元 素 或 者 包含 V 的 元 素 , 或 者 与 V 的 元 素 分 离 , 也 就 是 它 的 元 素 
7 与 V 的 元 素 六 之 间 只 允许 4; D Yj 或 和 yi 与 和 Yj 分 离 , 且 yigV. 

如 果 我 们 定义 -te 的 次 序 如 下 : 若 jy; 2 yy;, 则 把 次 序 定 为 (1900)( 一 t4070). 
否则 , 当 jY; 和 >j 分 离 时 , 这 两 个 算 符 可 以 任意 排 次 序 . 用 这 样 的 方式 ， ge 
对 限制 的 7 林 U(Y) 给 


Q+| 传 统 =6Qy 一 tr) >》， 》， [I remfyI 二 到 外 | (T0610 
[ J 入 天 7 TrCV TY 


V U(Y)v MEU(Y) ,MN 


如 果 某 个 x; 包含 一 个 或 几 个 V 中 的 元 素 ?rm 将 这 些 ;收缩 为 一 点 , 变 为 y; /Tl ， 
三 %, 那么 /Tyr x Tr5Qy,， 的 表 观 发 散 度 与 y; 的 表 观 发 散 度 相 同 , 这 是 因为 
QED 中 发 散 度 只 取决 于 子 图 的 外 线 , 所 以 5Q、， 的 寡 次 等 于 40;), 而 且 有 


a(%/ I ) + Dao = 六 ) 地 散 帝 ] = dwik 
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假设 六 是 U(Y)w 中 包含 某 些 V 中 元 素 的 最 小 元 素 , 令 Vi 是 V 中 被 yi 包含 
的 那 此 元 素 的 集合 . 
我 们 把 nn,,,, x [158;,, 写成 ,得 到 


= | Xx a 
=15/] [和 x 5 = 石 :因为 7/1][% 与 1] 衣 的 线 元 相同 . (7.6.44) 


当 为 空 集 时 . 5; 就 是 和 ,三 , 就 是 1y;. 由 (7.6.41) 我 们 得 到 


m= =8 3 1 = (7.6.45) 


V U(Y)v MEU(T),MTY 


每 一 个 正常 林 U(Y)v 它 的 元 素 六 包含 V 的 一 些 元 素 或 与 V 的 元 素 分 离 , 但 是 它 
ee V 的 元 素 . 当 Y 的 元 素 7r EC 


这 时 > 变 为 约 化 图 地 当 V 为 空 集 时 ,= >, U(Y)v=4 /) 是 原 图 的 正常 林 . 
对 给 定 的 V. 由 于 不 同 的 U(%)v 的 求 和 > = 宁 二 ( 求 和 号 表示 了 上 必须 有 
TY)v U(7Y) 


由 V 的 所 有 元 素 对 应 的 所 有 派生 项 角 ) (7.6.45) 式 变 为 


yl 入 六 = 6Q;y 一 2 SE [I[ -5 (7.6.46) 


VU(5) MEU(S), NY 
由 于 六 是 对 有 确定 派生 项 角 V 里 的 元 素 参加 的 了 对 应 的 (3) 求 和 , 所 以 当 不 


aervnf 吕 工 - Dp 


V Ul(”y 了 


Ch = = 14(7) py by I -14VE. (7.6.47) 
7 U(y) XEO() KAS 
这 是 一 个 有 确定 的 一 些 派生 顶 角 参加 的 普通 的 BPHZ 方案 给 出 的 抵消 项 之 和 加 上 
人 村 上 空间 积分 收 钱 的 5@,. 
现 考 虑 d(%) z0 的 情形 


. 256 . 第 7 章 重 整 化 (二 ) 重 整 化 的 BPHZ 方案 


局 | 传统 二 全 十 > Dm [TQ@;;| 舍 统 十 Qj| 舍 统 = 局 | 传统 十 Q4| 传 统 : 
(7.6.48) 
由 (7.6.41) 式 , 得 
民 y| 传 统 二 6QY 十 (1 一 1) 忆 | 传统 : 
对 比 (7.6.40) 式 , 我 们 发 现 思 |f# 统 就 是 (7.6.40) 式 中 -teo) 后 面 的 式 子 , 因 
而 也 就 是 (7.6.47) 式 中 -td0m) 后 的 式 子 . 由 (7.6.47) 式 得 到 


R +| 传 统 二 之 [I = 三 >: Rs|ppHz, (7.6.49) 
了 


了 7) AEU(),Xz 


因此 ， 


忆 | 伟 统 =iQ+ +(1-tam)) 3 》 IT = 如 三 


7 CU) AEU(),Az5 

d( 入) 地 

Pe 之 I[ -#5 
U(5) MEU (5), MT 


=00, Ey (7.6.50) 
了 


其 中 ,了 是 复原 图 与 Y 相同 的 有 派生 顶 角 参加 的 费 恩 曼 图 . 当 没 有 派生 顶 角 时 了 = 、. 
指导 中 第 二 个 等 号 是 由 于 d( 7) = d(7). 

第 二 项 是 标准 的 BPHZ 方案 的 启 |BpHz 的 求 和 , 只 是 微 扰 包 括 -ewryrw4j 以 
及 派生 顶 角 -eao(1)wy*wAj 等 , 根据 BPHZ 方案 的 收敛 性 质 . 对 大 的 积分 是 收 
敛 的, 由 7.6.2 节 的 分 析 6Q， 的 积分 也 是 有 限 的 , 一 已 ;| 传 对 大 的 积分 收敛 (5Q- 
ek Lg 13) 式 的 被 积 函 数 对 x 的 积分 ). 当 d(y) < 0 时 , 情况 也 类 似 . 这 时 
t407) = td5) 二 0. 由 (7.5.10) ) 起， Rh, | 传统 三 R, i He = 总 |BPHZz: 


第 8 章 证 明了 右边 各 项 对 大 的 积分 都 收敛 . 因此 RR | 伟 统 也 收 伍 . 
7.6.5 ”传统 QED 重 整 化 的 具体 方案 


最 后 我 们 介绍 传统 QED 重 整 化 中 的 骨架 图 概念 . 

A 费 恩 曼 图 y 的 顶点 有 两 种 , 一 种 顶点 , 其 顶 角 的 项 角 线 全 部 是 ， 的 内 线 称 
为 内 顶点 , 否则 称 为 边界 顶点 . 从 ?+ 的 点 与 y 外 的 点 相连 一 定 要 经 过 边界 顶点 . 走 
过 边界 顶点 和 这 一 顶点 的 外 线 .? 的 点 (不 一 定 是 顶点 ) 除 边 界 顶点 以 外 的 点 都 称 
为 内 部 点 . 对 于 QED 的 正规 图 和 1( 强 连接 图 ), 一 个 边界 顶点 的 外 线 只 有 一 根 . 

A 考虑 两 个 QED 的 正规 图 ?7 和 yo, ?2 不 被 Yi 包含 , 即 ?2/mi 关 @, 如 果 有 
公共 点 , 那么 mi Uya = ?+ 是 正规 图 . (在 这 里 , 我 们 用 5, /ky 代表 属于 y, 但 不 属于 
的 点 组 成 的 集合 .) 由 > 的 内 部 点 通过 > 的 线 元 与 yt 的 点 相连 时 ,一定 可 以 
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通过 人 的 两 个 不 同 的 边界 顶点 . 如 果 只 能 通过 六 的 一 个 边界 项 角 P,P 的 my 的 
外 线 是 必 经 之 路 . 这 根 过 P 顶点 唯一 的 外 线 不 属 1, 但 必须 属于 $2( 否 则 该 线 不 属 
于 ?). 只 要 将 该 线 切断 就 把 7 分 割 为 两 个 不 相连 接 的 部 分 , 然而 + 是 强 连接 的 图 
这 是 矛盾 的 

由 于 上 述 连 接 通道 中 7 的 边界 顶 角 的 外 线 一 定 属 于 ?>, 因而 是 Y 的 内 线 , 所 


以 对 于 ~, 该 顶点 是 内 顶点 , 结论 是 , 当 Y/N 关 8 且 Nn yz 关 8 时 ,yi 的 两 个 边 
界 点 和 相应 的 两 根 外 线 都 成 为 y 的 内 顶点 和 内 线 了 . 我 们 有 
3 的 外 线 数 m- 入 说 的 外 线 数 mm + Yo 的 外 线 数 ny, 一 2. (7.6.51) 


(小 于 号 在 %/7Y2z 关 8 时 ,或 者 Y1 有 不 止 两 个 边界 通道 可 以 由 六 的 内 点 到 达 2/ 和 
的 点 时 , 可 能 出 现 .) 
推论 : 当 和 ny 尖 允 , 且 互 不 包含 时 , 令 y= myU7Y2z, 则 有 
Ny & 和 4 Nyg = 4 (7.6.52) 


人 我 们 讨论 一 个 QED 的 正规 图 工 , 考虑 它 的 所 有 的 真空 极 化 rw 、 电 子 自 能 
和 顶 角 修正 A* 这 三 类 真子 图 , 有 如 下 结果 . 

(1) 当 三 类 图 中 任意 两 个 y 和 ?72 相交 时 (Xin yz 关 8),(Y = NU7Y2) 不 可 能 是 
真空 图 或 者 有 一 根 外 线 的 图 ( 蜂 时 图), 因为 了 是 强 连接 的 . 

(2) 当 x = mw 或 开 与 三 类 图 中 的 任何 一 个 ?2 相交 时 , 不 可 能 交叉 (交叉 
是 相交 但 互 不 包含 ), 因为 按 (7.6.52) 式 , 在 i 与 ?2 交叉 时 , 令 muUm = 7Y, 有 


My SC My Ng 4 = 2 二 ys —4<2+3-4=1, 按 (1) 这 不 可 能 . 因此 ， 必须 是 
D1 或 y2 CN 
(3) 当 wy 和 yo 都 是 An 而 且 相 交 时 , 如 果 和 1 2 yo, 则 y= 和 Uz = Ni; 如 采 


-| 与 和 2 交叉 , 则 ns, <3 二 3 一 4=2. 由 (1), 7 只 能 是 zw 或 并 
(4)T 的 这 三 类 子 图 互相 相交 形成 和 集 时 ， 求 和 集 的 任何 一 步 给 出 的 只 能 是 这 
:类 图 中 的 一 个 . 
(5) 在 中 这 三 类 真子 图 的 关系 中 , 只 有 两 个 项 角 修 正 图 可 以 交叉 ， 这 时 和 集 
是 真 室 极 化 或 电子 自 能 , 其 余 只 能 是 互相 包含 或 分 离 . 
(6)T = Aw 的 这 三 类 真子 图 形成 的 和 集 Uy; 并, 这 是 因为 求 和 集 的 结果 是 唯 
.的 . 设 最 后 一 步 是 yj Uyz = 了 T, 而 yy 和 yo 都 是 T 的 真子 图 , 必须 与 和 2 区 
义 . 由 (5) 它们 的 和 集 不 可 能 是 顶 角 修正 , 因而 不 等 于 工 
人 对 于 一 个 QED 的 正规 图 T, 考虑 其 zy、 允 、 和 Ar 真子 图 %y,… ,mi 的 并 
集 的 分 离 部 分 5,… ,5.. 由 前 面 (4), 5 也 是 这 三 类 图 中 的 一 个 . 
将 Un 的 线 元 收缩 为 一 点 , 得 到 的 图 了, 称 为 工 的 骨架 图 . 由 于 U7; 是 唯一 
的 , 与 求 和 的 次 序 、 方 式 无 关 , 所 以 用 任何 方式 将 三 类 真子 图 缩 为 一 点 , 得 到 的 者 


器 * 
-EE 【> 
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顶 角 修正 A* 的 骨架 图 At 也 是 顶 角 修正 图 , 因为 : 四 由 (6)T, 不 平庸 , 其 项 角 
仍 是 QED 的 顶 角 (内 线 上 增添 了 一 些 点 , 也 就 是 两 根 外 线 的 顶 角 , 这 些 不 算 ): 2 
正规 图 收缩 后 仍然 得 到 正规 图 (类 似 地 , 任何 QED 正规 图 工 的 非 平庸 的 I。 都 是 
QED 的 正规 图 ); @ 边 界 点 和 外 线 没有 变 , 与 之 对 比 , rw 和 区 的 骨架 图 可 能 是 平 
庸 的 . (7.6.49) 式 可 写成 


B= D+ 2 Dm | 1 传统 : 
{71 37c} 
求 和 范围 为 一 切 7 的 发 散 正 规 子 图 集合 , 当 d(Y) > 0 时 , 也 包括 {9}. 
又 可 以 写成 
民 Rj | 传统 一 me [I Q ,| 传统 ; (7.6.53) 
+ 二] 
其 中 , 求 和 号 > ”的 范围 包括 一 切 7 的 互相 分 离 的 发 散 的 正规 子 图 形成 的 集合 . 若 


dly) > 0, 也 包括 7 目 己 , 同时 包括 空 集 ( 空 集 令 TT 1 Q@Y| 传 统 三 = 1). 按 这 个 方式 
还 可 以 写 出 


已 | 传统 = 4 yf/ ye He | 传统 ， (7.6.54) 


站， 可 以 包括 空 集 , 但 不 包括 y 自己 形成 的 一 个 元 素 的 集合 {4}. 考虑 QED 
的 正规 图 , 令 5,… ,5 为 工 的 由 前 述 的 三 类 图 真 发 散 正规 子 图 形成 的 并 集 的 连 
接 部 分 , 当 工 不 是 真空 图 时 , 由 (4), 57 也 属于 这 三 类 图 . 我 们 有 如 下 结果 : 


证 | 传统 = /5 5 [Rs, ls 纹 ， 《7.6.55) 


于 三 工 


Er | 传统 = QT 传统 te Rr| 伟 统 : (7.6.50) 


如 果 当 d(T) < 0 时 , 定义 Qr| 传 统 = 0, 则 (7.6.56) 式 也 包括 d(T) < 0 的 情形 . 
证 明 : 工 的 分 离 的 发 散 正 规 子 图 肯定 分 属于 各 个 5;, 这 些 发 散 子 图 形成 的 集合 
是 各 个 6; 内 某 个 分 离 的 发 散 正规 子 图 集合 (包括 空 集 ) 的 并 集 , 因此 有 


C *(T) 吓人 i 
lI :pg er 加 "yu.} II Rs, 潭 -112. ee rn ‘yr i Ilo. | 传统 
II > Yrer yr /hh se I Qa | 传统 

*‘(T) c lr lr 
pl 1.)/1ID, [| Ql 
oy 7=1 j=1 
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其 中 , 并 * 、TIT) 是 在 6 内 进行 的 , 5* GD) 、TTC) 是 相对 于 下 图 的 . 是 于 * 中 而 
不 是 并 ) 是 由 于 要 求 7 是 T 的 真子 图 , 因而 不 包括 集合 {T}. 考虑 到 厂 /5 .5 = 
厅 /75 J5., 得 到 js...6 pe ;， 二 工交 mwTUQ| 传 统 . 由 此 我 们 得 到 
(7.6.55) 式 . 注意 : [16 .60c= _ 骨架 图 Ts 
由 积分 变 元 公式 (8.1.26) ;) 式 得 
I= / [I d kagelr/s...6. 
5/51…6。=T 了 ;的 独立 线 元 1,4。 


c 


Hy lI le (7.6.57) 
7=1” 5; 的 独立 线 元 1 


Fi 后 = akiocQrls 统 二 下 | 
[的 独立 线 元 


三 Or| 传 统 砷 厅 | 传统， (7.6.58) 
人 对 于 本 是 项 角 修 正 图 时 , 可 以 直接 用 


a(p)[AY (p.p) 十 Z2i| 栅 角 Y |u(p) 二 0 


22i| 顶 角 Y = GTA | 传统 : (7.6.59) 
让 于 当 工 是 顶 角 修正 时 , 5; 一 定 不 是 整个 工 , 而 是 工 的 真子 图 , 属于 上 述 三 类 图 之 
-, 因而 如 果 对 这 三 种 子 图 的 
5. | 传统 三 / [I qd kope Rs | 传统 
5 的 独立 线 元 /un 
郭 已 知 , 就 可 以 用 (7.6.57) 式 得 到 
有 | 传统 一 / [I dd 1 Ir pe x] Fs ,| 伟 统 (7.6.60) 
/54…65. 的 独立 线 元 1, 
和 (7.6.58) 式 , 求 得 工 的 有 限 的 费 恩 曼 积分 i]s 统 : 这 是 高 一 级 的 顶 角 修正 的 有 
电费 思 曼 积分 . 然后 , 由 Ward 恒等式 ( 7.0.20) 式 


(pe — By Mp,p)= Ylp)— ,tn) 


可 以 求 出 电子 自 能 并 (p) 之 差 . (7.6.20) 式 是 在 Jr = Jr+ + 太 ,也 就 是 包括 真 
图 的 约 化 项 角 的 图 之 后 也 成 立 ， 如 果 当 整个 A 岂 取 抵消 天 Zzi| 顶 角 y* 时 , 令 
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2 (D) 的 抵消 项 常数 Zs = 》， Zoi| 顶 角 , 那么 (7.6.20) 式 在 有 一 切 抵消 项 的 式 子 中 
都 成 立 , 因此 有 


(ps -pn) DMD) = Dp)- 站 (7.6.61) 
对 p* 取 微 商 并 令 p' = p, 得 
ee Ss ed 3 » 
Bp 2 = (7.6.62) 


根据 附录 6.6F 给 出 的 A?(p,p) 及 洒 (p) 的 一 般 形式 , 以 及 3 = 0, 可 以 由 
积分 给 出 于 (p). 

II 的 传统 方式 重 整 化 可 以 用 同样 思路 . [TI 的 任意 一 段 费 米线 上 插 上 一 根 
光子 线形 成 三 根 光子 外 线 的 QED 的 正规 图 , 设 新 加 的 项 角 为 y*, 我 们 称 这 图 形 
为 A*\(k , 太 )， 我 们 对 一 个 确定 的 [],,, 可 以 得 到 一 系列 这 样 的 A 和 A， 我 们 可 以 用 
Ci 一)sMAN(k,k) (C; 是 插入 光子 线 的 那 段 电子 线 上 分 配 到 的 oy(k) 的 动量 
的 份额 , 即 该 段 内 线 动量 为 Cik +.…) 使 AX 的 顶 角 wy* 所 在 的 原 属 [],,, 的 费 米线 
上 的 动量 由 大 十 …: 改变 为 及 十 …， 直到 所 有 费 米 线 都 作 这 样 的 改变 为 止 . 
得 到 


(k—k) CA (x,k) = TI ) = II) (7.6.63) 
Hv Hv 
AN(k ,kk) 是 有 三 个 边界 顶点 的 正规 图 , 可 以 完全 适用 前 面 关 于 A 的 规律 , 先 由 
(7.6.60) 式 求 得 所 |ft 统 , 然后 对 整个 AX 取 抵消 项 {4 ) FF | 全 统 ; 这 一 项 由 于 如 
下 理由 , 实际 为 零 . A 的 表 观 发 散 变 为 1. 但 是 由 于 满足 类 似 (6.4.8) 式 的 条 件 . 以 
及 附录 6.6F 给 出 的 形式 , 它 只 能 是 以 如 下 形式 出 现 : 


人 AM~ LU iy 十 (ak\ gpw bk, ga 十 ckygan Kk’]f(k?) 


因此 , tA、 = 0. 传统 方式 与 BPHZ 方式 对 两 者 抵消 项 是 相同 的 , 所 以 有 Fa yes = 
A = Faa| 传 统 : 
我 们 可 以 对 I, 的 一 切 约 化 图 给 出 与 (7.6.63) 式 类 似 的 式 子 , 得 到 


Hv 
(天 一 及) 2 CA 人 人) a] -II ww (7.6.01) 


它 的 微分 ei = 一 ;CiAN(k,) 以 及 元 0) 一 0, 可 以 由 积分 求 出 元 (AN 
其 空 极 伦 的 a ea 
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现在 完成 了 所 有 三 类 图 的 重 整 化 , 就 可 以 用 公式 (7.6.60) 式 给 出 其 他 正规 图 
的 重 整 化 , 由 于 QED 中 需要 对 Jr 引入 新 抵消 项 消除 紫外 发 散 的 图 了 只 有 真空 
图 、 TL,,、 污 和 A, 除 真空 图 我 们 都 已 经 给 出 重 整 化 的 方案 , 真空 图 对 5 矩阵 无 
页 献 , 其 他 的 图 因为 不 需要 对 交 引入 额外 的 抵消 项 , 因此 有 


| 传统 一 人 | 传统 ， (7.6.65) 


至 此 . 传统 方式 重 整 化 的 方法 完成 . 我 们 还 缺少 一 个 环节 , 这 就 是 BPHZ 方案 给 出 
的 Rr 在 积分 中 的 收敛 性 .由 于 BPHZ 的 工作 以 及 Weinberg 定理 , 我 们 得 以 证 明 
这 样 重 整 化 的 结果 得 到 任意 阶 都 是 有 限 的 . 这 是 一 个 复杂 的 证 明 , 我 们 将 在 第 8 章 
介绍 . 
习题 

1. 为 什么 三 顶 角 的 人 A^ 不 适用 Furry 定理 ? 

2. 为 什么 费 米子 圈 A^(k',) 在 入 顶 角 不 适用 规范 不 变性 给 出 的 公式 (6.4.8)? 

解 : (1) Furry 定理 需要 一 个 反 向 的 电子 圈 的 A^ 与 原 图 A^ 抵消 , 而 在 (7.6.63) 
式 的 构图 中 每 一 个 A^ 都 是 确定 的 , 不 存在 抵消 的 A>. 在 mr 的 同 级 所 有 构图 中 ， 
的 确 有 的 构图 与 A^ 相关 , 但 由 于 电子 线 反 向 , 该 线 上 的 C; 就 变 为 -Ci, 所 以 A: 
与 AX 的 项 不 是 相 加 而 是 相 减 , 与 Furry 定理 的 要 求 不 同 . 

(2) (6.4.8) 式 要 求 相 关 费 米子 圈 ( 某 个 A*) 对 入 射 顶 角 固 定 的 情况 下 (固定 
/7.k,g, nv 和) 费 米子 圈 取 所 有 可 能 的 连接 方式 . 现在 的 公式 (7.6.63) 式 中 只 取 一 
种 连接 方式 , 所 以 不 能 给 出 (k 一 AM(K,) = 0 的 结果 . 如 果 想 取 所 有 方式 , 其 他 
方式 给 出 的 会 得 到 直 (k) 一 (1') 与 (7.6.63) 式 相 消 , 虽然 得 到 0, 但 不 能 否定 (7.6.63) 
式 . 

3. 同一 个 [Ly(k), 可 以 将 入 射 动 量 以 不 同 的 分 布 穿 过 电子 圈 上 的 费 米 线 到 
达 出 射 顶 角 . 这 样 可 以 导致 不 同 的 类 似 Ward 恒等式 的 等 式 (7.6.63), 它们 给 出 的 
最 后 [Li,(k) 是 否 相 同 ? 

解 : 对 于 积分 变 元 kws, 不 同 的 选择 只 相当 于 这 些 积分 变 元 上 迭 加 不 同 澡 数 . 
在 泡 利 维 拉 斯 正常 化 ( 即 改 变 粒 子 质量 然后 迭 加 的 方法 ) 中 , 这 样 的 积分 变量 的 变 
化 不 改变 正常 化 后 的 结果 (因为 这 是 一 个 收敛 的 无 穷 积分 )， 而 之 后 选取 抵消 项 的 
方式 只 与 积分 结果 有 关 , 用 Ward 恒等式 求 IL(k) 的 方式 及 初始 条 件 也 是 只 与 积 
分 结果 有 关 . 因此 它们 给 出 的 二 jj(R)n 相同 , 从 而 Tw(k) 也 相同 . 

对 玉 (p) 的 处 理 及 A*,Ar 等 也 都 一 样 . 

在 第 8 音 中 BPHZ 方法 可 以 用 不 同 的 正则 分 布 来 求 发 散 积 分 的 抵消 项 . 以 上 
分 析 可 以 用 来 推断 它们 都 给 出 同一 个 结 打 . 


第 8 章 BPHZ 方案 的 收敛 性 


在 本 章 , 我 们 证 明 Zimmermann 定理 , 并 介绍 Weinberg 定理 , 从 而 证 明 Rr 的 
空间 积分 收敛 . 这 是 BPHZ 重 整 化 方案 的 核心 问题 . 


8.1 外 动量 的 正则 分 布 与 费 恩 曼 积分 的 积分 变量 


我 们 首先 回顾 一 下 正规 图 . 正规 图 工 由 顶 角 {Va} 和 线 {Lowo} 给 出 . 这 是 一 
连接 图 , 而 且 将 任何 线 中 间 切 断 仍 是 连接 的 . 因此 每 条 线 的 端点 必定 属于 工 , 即 
的 外 线 除非 特别 声明 , 并 不 属于 工 . 

如 果 工 不 是 正规 图 , 它 的 重 整 化 问题 可 以 由 低 阶 正规 图 的 结果 得 到 , 那么 我 们 
只 要 处 理 正规 图 的 重 整 化 . 

对 费 恩 曼 图 (不 一 定 是 正规 图 ), 用 2(T) 和 Y(T) 分 别 表示 它 的 线 元 和 项 角 
的 集合 . 我 们 用 {Va}(a = 1,… ,n) 表示 费 恩 曼 图 的 n 个 顶 角 , 用 Lowo 表示 从 1， 
到 VW 的 一 根 线 . 由 于 这 两 顶 角 之 间 的 线 可 能 不 止 一 根 , 所 以 用 o = 1,2,… 来 区 分 
它们 . 

在 微 扰 论 中 , 对 应 于 一 张 连接 的 n 顶 角 费 恩 曼 图 , 除 与 外 线 有 关 的 一 些 因子 外 . 
微 扰 的 贡献 为 


(PP) 1 d ‘Lago 
sn-s/, LL (Eee 
EareY(F) 


4 [i (Ia x (27)164 Vp = (S. 1 .1 


VaEY(T) 


ba 
Labo EL (TT) 


d4 La oy E Ly a 
st |/ lI i lI es! (5 un- 1({lo60}, {lawrar}) 
(T) bo 


Labo EX (I) Va EY (TL 


其 中 ， laba 是 线 元 Labo 的 4- 动 量 ， da 是 输入 Va 顶 角 的 1 外 线 动 量 之 和 ， Lp 是 
V 的 顶 角 线 (包括 工 的 外 线 和 内 线 )， 


A Peollats ) 
F(labo) 一 0 一 攻 2 
labo i [op Haobc 十 1 (Lobo Maba ) 


(8.1.21 


8.1 外 动量 的 正则 分 布 与 费 恩 曼 积分 的 积分 变量 .263 . 


示 量 是 该 项 角 的 各 条 顶 角 线 的 动量 ". 我 们 要 求 P, 对 于 各 条 项 角 线 是 因 式 化 的 : 
PP, (lavo) = |] bo (labe) (8.1.3) 


bo 


由 于 9 函数 的 出 现 , 积分 变量 并 不 都 独立 , T 的 各 线 动量 必须 满足 


Sow = 本 (8.1.4) 


其 中 ，》 ”1uue 表示 在 友 点 对 bo 求 和 
bo 
我 们 标记 时 假定 fuor 是 由 VW 流向 W 的 4- 动量 , 因此 有 
Lope 一 Lbuc， (8.1.5) 


F 的 各 个 线 上 的 4 动量 满足 的 这 组 方程 称 为 流 方程 . 我 们 可 以 选 定 一 些 线 元 , 把 它 
们 的 4 动量 作为 独立 积分 变 元 . 其 余 线 元 先进 行 积分 , 消去 与 之 相连 的 顶 角 上 对 应 
的 54 函数 , 最 终 将 先 积分 的 线 元 的 动量 都 写成 独立 线 元 动量 的 线性 函数 , 同时 留 
F 一 个 51 函数 . 这 些 独立 线 元 的 选取 不 是 任意 的 , 它们 的 总 数 与 工 的 独立 回路 数 
/ 相等 . 我 们 可 以 任 选 一 根 线 的 /uve 作为 积分 变量 . 它 的 积分 涉及 两 个 顶 角 Vs。、V。 
的 两 个 61 函数 : 


| dbs 4c4 已 
| (27)’ (27 ML abo 十 labo -je A) Leo 十 》， Loavey — qv | x 六 


b'a!’ 1 a’’o’’ 
一 一 abc 


(8.1.6) 
式 中 ， > “表示 对 顶 角 V 的 除 Lss 以 外 的 顶 角 线 求 和 ， 刘 ， ”也 类 似 . 积分 之 后 
积 去 第 二 个 51 函数 , 在 其 余部 分 的 函数 中 用 


Lay = = pa ‘gar 一 (bs (8.1.7) 


代入 得 到 


(2x)"0 -> lauwo 十 3 Lawaw — qa 一 "中 x f, (8.1.8) 
bq’ GG 

这 就 等 于 让 Lo 缩 成 点 ,使 V 和 WV 并 成 一 个 项 角 Yan， zeur 消失， 其 余 各 

线 流出 动量 不 的 - 样 . 在 三 学 ,这 人 1 个 过 程 相 当 于 把 流 方程 

1 或 市 的 一 外 即 人 sd 人 起 代入 鞭 全 部 分 这 个 过 得 可 以 不 断 继续 每 碱 少 - 


而 在 前 而 的 推导 中 ,传播 子 的 分 峡 为 122 一 忆 2 一 吕 十 i 为 了 后 面 的 收 笋 性 推导 改 为 现在 这 个 式 
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根 线 , 同时 减少 一 个 顶 角 . 一 直到 所 有 顶 角 并 成 一 个 顶 角 为 止 . 留 下 的 64 函数 是 
(2n)464 (E | , 要 求 
,go = (8.1.9) 


这 个 过 程 表 明 , 在 (8.1.9) 式 条 件 满足 时 , 方程 组 (8.1.4) 式 和 (8.1.5) 式 有 和解 . 
我 们 可 以 沿 一 个 选 定 的 独立 回路 做 以 上 操作 . 沿 该 回路 的 各 边 顺 次 积分 . 当 该 回路 
的 所 有 项 角 都 并 在 一 起 时 , 一 定 会 留 下 一 个 首尾 相 接 的 线 元 . 它 的 4 动量 应 该 不 在 
合并 之 后 的 顶 角 的 54 函数 内 . 因为 该 线 两 端 对 此 顶 角 上 的 输出 动量 正好 抵消 ， 所 
以 这 根 线 上 的 动量 可 以 任意 设 定 . 这 是 独立 线 元 . 它 的 动量 可 以 作为 费 恩 曼 积 分 的 
独立 变 元 ， 当 一 个 回路 处 理 完毕 时 , 其 他 独立 回路 依然 存在 . 因为 只 是 把 处 理 的 回 
路 缩 成 了 一 点 . 我 们 可 以 依 任何 次 序 处 理 所 有 的 独立 回路 . 每 一 个 回路 缩 成 一 个 点 
就 会 得 到 一 根 独立 线 元 在 该 点 首尾 相连 接 . 因此 当 整 个 开 缩 成 一 点 时 , 这 些 独 立 
线 元 的 数目 正好 等 于 独立 的 回路 数 . 而 线 元 的 总 数 等 于 在 前 面积 分 消去 51 函数 的 
线 元 数 (它们 与 消去 的 顶 角 数 一 致 ) 加 上 独立 线 元 数 . 由 于 最 后 留 下 一 个 顶 角 . 所 
以 有 
线 元 数 L = 顶 角 数 n ++ 独立 回路 数 1 一 1. (8.1.10) 


由 于 积分 消去 64 函数 的 过 程 相当 于 用 (8.1.7) 式 进 行 代 入 法 的 消 元 过 程 来 处 
理 流 方程 (8.1.4) 式 和 (8.1.5) 式 . 我 们 得 到 如 下 定理 . 

定理 1 非 齐 次 流 方程 组 (8.1.4) 式 、(8.1.5) 式 在 输入 流 守恒 条 件 (8.1.9) 式 
满足 时 有 解 , 相应 的 齐 次 方程 有 ! 组 线性 独立 解 . 非 齐 次 方程 的 解 等 于 齐 次 方程 解 
加 上 任意 一 个 特 解 . 选 定 的 独立 线 元 上 的 动量 可 以 任意 设 定 . 当 独 立 线 元 上 的 动量 
设 定之 后 , 其 余 线 元 的 动量 就 确定 了 . 

在 非 齐 次 流 方程 的 所 有 解 中 , 有 一 个 解 {lasr(min)} 使 


小 (8.1.11) 
Lavsel 
取 极 小 值 , 这 个 解 ovo (min) = {964,} 称 为 正则 解 . 正则 解 给 出 的 在 各 条 线 上 的 动 
量 称 为 输入 动量 集合 {ga} 在 了 各 线 元 上 的 正则 分 布 . 证 明 见 附录 8.1A. 
定理 2 正则 解 {qojo} 存在 并 唯一 , 而 且 是 输入 {qi} 的 齐 次 线性 函数 ,于 是 
任何 解 可 表示 为 


1 二 (8.1.12) 


其 中 , ha。 是 齐 次 方程 的 解 . 


8.1 ”外 动量 的 正则 分 布 与 费 恩 曼 积分 的 积分 变量 . 265 . 


类 似 地 , 对 于 工 的 任何 正规 子 图 7, 它 的 每 根 线 上 的 动量 也 可 分 解 为 非 齐 次 和 
齐 次 两 部 分 
Jovw = (8.1.13) 
其 中 . 非 齐 次 解 4, 是 ? 的 各 项 角 输 入 {qi} 给 出 的 7 中 的 正则 分 布 , 是 输入 {gq7} 
的 线性 函数 . 
在 (8.1.12) 式 中 , {kk} 遵从 的 齐 次 线性 方程 组 (也 叫 无 源流 方程 ) 为 


》 kb=0, (8.1.14) 
ba 
kbs = —kt,,. (8.1.15) 


对 于 工 的 正规 子 图 y, 也 有 类 似 的 结果 . 
(8.1.1) 式 在 积 去 n 一 1 个 61 函数 后 变 为 


8 sr | [I 1 "(luoc( 独 立 线 元 )) 64(》 ga). (8.1.16) 
独立 线 元 

其 中 . 大 是 将 (8.1.1) 式 中 的 函数 工 中 的 非 独立 线 元 动量 用 独立 线 元 动量 的 线性 函 
数 代 入 以 后 得 到 的 函数 . 

从 (8.1.16) 式 看 , 这 个 积分 是 关于 {1,wo} 的 函数 对 /or 的 多 重 积 分 , 它 不 依赖 
于 参数 化 的 方式 , 即 外 动量 在 各 条 内 线 上 的 分 布 . 在 泡 利 - 维 拉 斯 正常 化 之 后 也 是 
如 此 . 

考虑 工 的 一 些 相互 分 离 的 ( 即 没有 公共 点 , 当然 也 就 没有 公共 内 线 的 ) 正规 子 
图 集合 %1,… ,>， 由 于 在 (8.1.1) 式 中 的 顶 角 多 项 式 已 (luwr) 是 对 该 项 角 的 顶 角 
经 因 式 化 的 、 我 们 可 以 把 这 些 线 明确 地 分 成 三 部 分 

IT 的 外 线 : 

2)T 的 内 线 , 但 是 对 {f7… ,7?7c} 是 外 线 ; 

(3) 是 某 个 ?7r 的 内 线 ， 从 而 可 以 把 1° 写成 


7efT = 人 | (8.1.17) 
+=1 
其 中 ,= 了/ 和 4,… ,Yc 是 由 工 的 线 元 除去 各 个 7 的 线 元 得 到 的 线 元 与 它们 的 站 
点 形成 的 图 形 . 让 ，。， 由 工 的 线 元 上 的 费 恩 曼 传播 子 以 及 了 的 顶 角 多 项 式 中 
届 于 上 述 (1)、(2) 类 项 角 线 上 的 多 项 式 因 子 构成 , 而 Yr 的 费 恩 曼 被 积 分 函数 部 分 
/由 内线 的 费 恩 曼 传 播 子 与 六 的 项 角 的 顶 角 多 项 式 中 属于 第 (3) 类 项 角 线 
人 的 因子 构成 . 


. 266 . 第 8 章 BPHZ 方案 的 收敛 性 


备忘录 1 

在 后 面 对 >; 的 外 动量 gy" 作 泰 勒 展开 时 ，”; 的 项 角 多 项 式 中 ?> 的 外 线 部 分 
(2) 的 动量 只 能 作为 常数 看 待 . 因为 oz 是 V 点 外 线 输入 动量 之 和 . 由 它 并 不 能 刨 
定 各 个 外 线 输入 的 动量 . 

由 于 gb, 只 是 输入 动量 的 函数 , 我 们 可 以 把 (8.1.16) 式 写成 

六 喜 1 IT Te Toad + Qlo) % (2488(》 ge): (8.1.18) 
独立 线 元 a 

我 们 注意 到 , 由 于 (8.1.6) 式 ~(8.1.8) 式 的 变化 不 改变 积分 中 每 个 积分 变 元 要 
除 以 (2x) 而 每 个 6 函数 要 乘 以 (27) 的 形式 . 因而 , 函数 7 本 身 在 积 去 并 函数 的 
过 程 中 始终 不 变 : 


7 一品 


只 是 宗 量 改变 而 已 . 因此 , 尽管 选取 独立 线 元 的 方式 可 以 有 很 多 种 , 但 是 因为 最 后 
的 积分 不 变 , 而 且 被 积 函 数值 不 变 , 所 以 ( 当 积 分 存在 时 ) ]] dksbs 这 个 积分 元 


独立 线 元 
不 变 , 即 
[| R= [Le Wess (8.1.19) 
独立 独立 
当 工 包含 几 个 相互 分 离 的 正规 子 图 和 1,… ,~ 时 ， 类 似 的 分 析 可 以 对 各 个 子 图 进 
行 ， 对 输入 子 图 7 的 外 动量 {gx} , 它们 有 各 自 的 正则 分 布 gj?7 和 玉生 (在 做 


以 下 分 析 时 , 我 们 认为 工 的 各 线 元 上 的 动量 luoe 是 相同 的 , 即 1,5， = 1 3 铬 
Lobo E Yr CT). 

注意 : 当 工 的 一 个 顶 角 V 同时 也 是 ?r 的 顶 角 时 , 外 动量 输入 对 了 和) 是 
不 同 的 , 令 qi 为 了 的 外 动量 ，g2" 为 y; 的 外 动量 . 我 们 把 属于 工 的 内 线 但 是 不 属 
于 {%,… ,Ye} 的 内 线 的 集合 用 .名 (F =T 了 /1,… ,Ye) 表示 , 有 


7 rT a 
da 二 WW 一 bob (8.1;20) 
bo 


LusocEZ (TI) 
求 和 号 遍及 过 顶 角 V 的 所 有 工 的 线 元 . 

男 一 方面 , 当 工 的 输入 动量 为 {qs} 而 且 各 条 工 的 线 元 动量 处 于 正则 分 布 
{9abs}】 时 ， 各 个 六 (这 时 它们 的 输入 动量 为 {q2"}) 的 线 元 动量 也 处 于 正则 分 布 
{qutz(0)} ， 这 是 因为 在 输入 {gq2"} 个 到 时， 在 7 内 (名)? 必须 也 处 于 极 小 
值 (否则 , 比如 改 为 ,可 以 使 学 (ww)? < 并 (所 )2, 由 于 并 不 改变 3, 以 外 的 


a vo) 


lovo, 所 以 工 就 存在 一 个 比 .NK = (144)? 更 小 的 解 这 是 矛盾 的 ). 因此 , 有 


‘abo 


doo (0 = go (8.1.21) 


8.1 外 动量 的 正则 分 布 与 费 恩 曼 积 分 的 积分 变量 :267 ， 


根据 (8.1.20) 式 . 对 于 输入 为 {gl} 的 一 般 解 Laoc 三 es + kbo, Yr 的 输入 的 改变 为 


A a 
Agqo = 一 全 》 Lobo a > i (8.1.22) 
bo bo 
Labo ELT) LabsE- (I) 


由 于 正则 分 布 是 线性 地 依赖 于 输入 的 , 从 而 7 的 各 线 的 正则 分 布 的 改变 就 是 Ag 
= 由 {Ag} 作为 输入 给 出 的 正则 分 布 . 又 由 于 , 当 Las < 20r) c .2(T) 时 有 


labo = be 本 ke = gaps 二 人 (8.1.23) 
我 们 得 到 十 分 重要 的 定理 
定理 3 子 图 Yr 的 线 元 上 的 kp 与 kdbo 之 差 
六 和 = ko hoso Es gp > Gu (0)) 等 —Agats 
等 于 各 个 顶 角 Vi 的 输入 为 -Adir = > 人 ?给 出 的 正则 分 布 
Lpe EF,) 
由 于 正则 分 布线 性 地 依赖 于 输入 , 所 以 有 
推论 1 
ki 二 kb 十 | 和 一 和” hb? (Vs Ee YW(yr)) 的 齐 次 线性 函数 
bwl Cp) 
hl 十 [在 了 中 与 7 相连 的 各 条 线 元 的 jui 的 齐 次 线性 函数 ] 
二 {hips} 的 齐 次 线性 函数 . (8.1.24) 


当时 , jor 也 是 {2,,} 的 齐 次 线性 函数 .我 们 可 以 用 下 述 方法 

选 芽 中 的 独 立 积 分 线 元 zs， 先 在 各 个 y， 内 选 定 各 自 的 独立 积分 线 元 , 然后 在 
上 中 将 它们 缩 为 一 个 点 , 使 工 变 为 下 ， 这 时 下 又 形成 一 个 流 方 程 的 系统 (证 明 : 对 
上 满足 流 方程 的 系统 . 流入 每 个 顶点 的 线 元 动量 的 代数 和 为 零 , 由 此 可 以 推导 出 流 
入 一 个 封闭 面 的 各 线 上 动量 流 之 和 总 是 为 零 . 因此 对 于 7r 而 言 , 就 有 >。 qa = 0， 
所 以 在 sy 缩 为 一 点 之 后 , 这 个 “顶点 ”也 满足 流 方程 . 见 (8.1.6) 式 ~(8.1.8) 式 的 
推导 和 推导 后 面 的 叙述 ), 的 线 元 与 工 的 线 元 相同 ， 个 系统 内 选取 剩余 部 
分 . 即 下 上 的 独立 线 元 , 将 得 到 的 下 各 线 的 动量 给 予 工 的 对 应 线 元 . 然后 我 们 再 
米 部 署 各 个 -， 线 元 上 的 1 ， 由 自己 的 独立 线 元 的 动量 就 可 以 唯 -地 确定 
-其 余 线 元 的 动量 . 而 不 改变 ;的 输入 {77}， 这样 处 理 的 结果 是， 在 7; 内 的 
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luso (laso 有 工 ) 可 能 受到 工 上 的 独立 线 元 的 动量 的 影响 , 但 是 在 下 上 的 线 元 的 动量 
1uoc(lusc ET) 不 受 jy; 内 独立 线 元 上 的 动量 取 值 的 影响 (由 于 工 的 流 方程 是 一 个 
独立 系统 ). 因此 , 下 上 线 元 的 lopo 只 与 T/7… , 三 了 上 的 独立 线 元 的 Luor 有 
关 而 与 处 于 ?> 内 的 独立 线 元 的 /aoc 无 关 . 从 而 上 各 线 元 的 克己 只 与 工 上 的 
独立 线 元 的 有 号 (Zasc E {I 的 独立 线 元 集合 }) 有 关 而 与 各 ?7r 内 的 独立 线 元 上 的 
kbs(Labo E 各 3?r 内 独立 线 元 集合 ) 无 关 . 由 定理 3 的 推论 , 在 >; 内 的 太 世 与 人 二 
的 差 与 U7_1 ?> 内 的 独立 线 元 的 ,ts 无关. 由 Jacobi 行列 式 计算 , 我 们 得 到 如 下 
定理 . 
定理 4 可 以 如 下 选取 独立 线 元 , 满足 


1 2 
[I = > lI d’ bo [I dk bo 
[的 独立 线 元 了 内 独立 线 元 U7 0 
1 
一 II kabo nl IT 人 (8.1.25 ) 
T 三 17+ 内 独立 线 元 


推论 2 ”在 以 后 研究 的 工 林 中 , 我 们 总 可 以 安排 独立 线 元 和 相应 的 积分 变量 . 
满足 


到 | I a1 ls 0 


工 内 独立 线 元 T/Y1… ,Yc 独立 T 二 1] yy; /… 独 立 
A hss O 47 
令 Qn) = 三 dhkidk2dkadka,T°? 三 并 (或 者 也 可 以 令 dikii, = 二 dhkidkodkadk4. 将 


(2x)* 因子 吸收 到 I” 中 , 变 为 厅 ), 就 得 到 
Sm ~ (2n)464 [到 4) SF ;fa ,下 
= (2n)4 5 (a) oe (8.1.27) 


: 了 ‘ YY 
Ir 一 一 [I Ag [I a = Ir (lobolr ee) (8.1.28) 
t ,a 
Lavs ET) Va€EY(T,) 


8.1.1 备忘录 2 


5, : 当 yY27' 时, 由 定理 3 的 推论 ， kad 是 {k2,} 的 齐 次 线性 
函数 , ga? 是 dy 和 {k,2} 的 齐 次 线性 函数 , 如 果 用 KY 表示 集合 {k ,2 }, RAY 下 
示 集 合 {kao } 3 a 表示 集合 {qu2,} 则 有 


RY 二 KY (K"), qY = qn (Kg). (8.1.29) 


8.1 外 动量 的 正则 分 布 与 费 恩 曼 积分 的 积分 变量 -269 . 


有 时 我 们 需要 把 KY 和 gqY 的 函数 f(K7Y g7Y ) 用 代 换 算 子 变 成 KYqg7 的 函数 ， 
Sf(KY,g) = JOY (K7) gq (KY0)). (8.1.30) 


在 代 换 过 程 中 , 我 们 总 是 认为 原 图 的 各 条 内 线 的 4 动量 lw 不 变 , 荆 的 各 
项 角 的 输入 {gr} 也 不 变 . 从 而 工 的 所 有 子 图 的 顶 角 输入 和 4 动量 也 不 变 . 

由 于 在 代 换 过 程 中 , * 的 各 点 输入 外 动量 和 各 线 元 动量 1,。s 并 没有 变 . 因此 y 
的 各 点 输入 gy 也 没有 变 , 所 以 其 正则 分 布 g, 没有 变 , 从 而 2 = Lu -qo 也 
不 变 . 因此 , 当 72?27Y 时, 有 


六 (8.1.31) 


8.1.2 备忘录 3 
在 以 后 的 推导 过 程 中 . 对 正则 分 布 只 要 求 : 
(1) 对 输入 {gq2} 是 线性 的 , 唯一 的 : 
(2) 如 果 在 7 上 已 达到 正则 分 布 , 对 在 y 的 子 图 7 内 也 达到 正则 分 布 ; 
(3) 县 有 对 称 性 的 图 . 正则 分 布 也 有 相应 的 对 称 性 (这 条 可 适当 放宽 ). 这 种 分 
布 可 能 不 止 一 种 , 比如 令 
A = pave (8.1.32) 


aber 


mi > 0 只 依赖 于 Liss 的 类 型 (比如 电子 线 , 光子 线 分 属 两 种 类 型 ), 也 同样 满足 
以 上 条 件 . 

这 个 论断 的 正确 性 可 以 这 样 理解 : 如 果 把 每 根 Curr 分 裂 为 相同 的 nasr 根 
1',，, 其 动量 为 1 = 1 与 i 无关, nw 只 与 Lavo 的 类 型 有 关 . 这 样 做 不 会 妨 
但 后 面 的 一 切 推 导 . 这 时 为 了 使 流 守恒 不 变 , 每 根 的 流 nawoliss = lavo: 而 


ES a Vie -一 已 (8.1.33) 


ube te1 a>b,o a>bo 


所 以 {13,} 的 一 个 标准 的 正则 解 给 出 一 个 ,的 解 , 满足 》 lswr = qo, A = 


ba 


可 ,mms 取 极 小 值 ,可 以 得 到 3 一遍 。 取 极 小 值 , 其 中 N 是 任何 正 数 . 我 


rR uz>b.or 
们 可 以 把 人 取得 与 任何 一 组 有 理 数 {paws} 相同 . 这 就 证 明了 对 任何 大 于 零 的 有 
是 数 集合 从 2) 论断 正确 ， 由 于 我 们 处 理 的 都 是 连续 函数 ,所 以 一 般 的 {powo} 也 
py 

对 于 量子 电动 力学 , 我 们 可 以 取 p( 电 子 线 )< 1 光子 线 的 p= 上 在 这 种 极限 
我 们 可 以 把 电子 线 ( 开 的 或 者 闭 的 ) 先 缩 成 一 点 , 得 到 一 个 光子 线 的 网 络 , 在 其 
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上 求 得 相关 的 标准 正则 解 . 各 点 的 输入 外 动量 由 电子 外 线 和 光子 外 线 的 输入 共同 确 
定 (电子 圈 缩 成 的 点 上 只 有 光子 线 输入 ), 由 此 我 们 得 到 光子 线 的 动量 正则 分 布 . 然 
后 再 将 这 些 光 子 的 动量 作为 电子 线 的 输入 , 进一步 计算 电子 线 上 的 动量 分 布 . 对 于 
开 的 电子 线 , 可 以 直接 从 一 端 推算 到 另 一 端 . 对 电子 圈 , 需要 先 设 某 一 段 电子 线 上 
的 动量 为 z, 把 其 余 各 段 电子 线 上 的 动量 写成 z+.…, 最 后 求 这 根 电子 线 上 p 开 已。 
的 极 小 值 , 这 样 就 把 各 根 电子 线 的 问题 分 离 了 , 可 以 减少 计算 量 . 前 面 关于 量子 电 
动力 学 的 例子 除 单 圈 真 空 极 化 以 外 , 都 符合 这 个 方法 ( 单 圈 图 没有 正规 子 图 , 怎么 
定 正则 分 布 都 可 以 ). 当 取 .N = pawo13,。 时, 相应 的 方程 变 为 


a>b.o 


Paboalabo = Aa 一 和 Ab， 》 labo 三 da: 
bo 

这 是 一 个 电流 回路 的 方程 . paoc 相当 于 losoc 的 电阻 , 和 。 相当 于 友 的 电势 . g。 相当 
于 在 V 流入 的 电流 . 我 们 可 以 在 电路 中 各 条 线 上 任意 标 上 一 些 标号 , 相同 标号 的 
pabo 相同 . 令 标号 为 1.2.… ,n( 在 T 图 中 给 内 线 标号 时 , 一 些 数字 可 以 重复 使 用 ). 
然后 假定 

p(1) < p(2) < p33) < p(n), (8.1.341) 
就 可 以 把 费 恩 曼 图 的 内 线 分 为 n 组 , 各 组 求 正则 分 布 时 方程 是 互相 独立 的 _ 先 
把 m < n 的 线 缩 成 一 点 , 求 得 标号 为 n 的 各 线 的 正则 分 布 . 然后 把 它们 当 输 入 . 求 
标号 为 n 一 1 的 各 线 的 正则 分 布 (mr < n 一 1 各 线 仍 看 成 缩 成 一 点 )………… .一 直到 
完成 . 


附录 8.1A ”关于 正则 分 布 
考虑 条 件 极 小 值 问 题 ， 在 满足 条 件 


2 lb = Qu (8.1A.1) 


1 


的 前 提 下 , 要 求 .Up) = 》 (i 各 7( 求 和 对 一 切 {a,5}|a<6), 取 极 小 值 . 由 于 .WN(10) - 
a<b,o 


0, 所 以 极 值 问 题 有 解 . 
该 问题 等 价 于 (我 们 略 去 指标 1 ， 因 为 对 /= 0,1.2.3 方程 相同 ) 


1 2 3 
2 / 位 a 
二 2 bobo ” 》 和 a S Lago ; lbao 一 ga 
a<b,o b>a.o b<a,o 


ua 
Va EY(T) 


对 于 一 切 {各 } 和 {166o} 的 无 条 件 极 值 问题 . 其 中 , 求 和 范围 是 


8.2 ”Rr 的 显示 表达 式 . 271 . 


1 


》 对 一 切 a,bla<o， 
2 对 一 切 ;|ese 
3 
>》 对 一 切记 le<u. 
4. 太一 0 给 出 


0= > 2loorblobn — 2 SY Glas — Y dla) — YN...) 


a<b.o b>a.o b<a.o 


1 
= 》 lavo(2lavo — M+ NM) — SN() 


a<bo 


= lobe = Xa Np. (8.1A.2) 
将 (8.1A.2) 式 代 入 (8.1A.1) 式 给 出 
ys 一 Xp) = ga. (8.1A.3) 


bo 

这 是 对 {X,} 的 非 齐 次 线性 方程 组 . 方程 组 一 定 有 解 , 因为 极 值 问 题 有 解 . 如 
果 有 两 组 边 条 件 和 两 组 解 {TA1 .OfA2 02 则 {fAL +72 LT+702 也 是 (8.1A.3) 
式 的 解 ， 从 这 点 可 以 推论 . 如 果 {gq} 给 出 两 组 不 同 的 解 luor 和 1uoc2 ， 则 /ooc = 
wr 一 avo 2 给 出 零 输 入 {gq4 - gs} = {0} 的 非 零 解 ， 由 于 是 非 零 解 , 因此 Xe 不 
全 相等 . 我 们 收缩 一 切 lu = 0 的 线 , 使 这 种 线 的 两 个 端点 合并 为 一 个 顶点 , 并 让 
这 样 的 线 消失 . 这 种 线 的 两 端 一 定 对 应 同一 个 和 ,, 我 们 将 这 个 和。 赋予 合并 成 的 新 
硕 点. 最 后 得 到 的 结果 将 仍然 满足 流 方程 ， 然 后 取 一 个 由 最 大 和 收缩 得 到 的 项 角 
,该 点 的 所 有 项 角 线 动量 一 定 都 是 流出 去 的 , 这 一 顶点 V 不 可 能 满足 无 源流 方 
程 1ava = 0, 引出 矛盾 , 因此 有 定理 2. 


定理 2 满足 2 = 0 的 流 方程 , 存在 唯一 的 正则 解 /wo=qloo, 它 线性 地 依赖 
输入 foo 上 上 
8.2 ”Rr 的 显示 表达 式 
我 们 有 Zimmermann 由 一 Rr 的 方案 


Rr = fr 4 本 到 frp (kD | QR (8.2.1) 
| 
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求 和 范围 包括 了 包含 的 互相 分 离 的 ?3 … ,?e 的 一 切 组 合 , 其 中 ?> 都 是 重 整 化 部 
分 ( 即 y+ 是 正规 图 且 d(y;) > 0)， 如 果 1 Tr 和 己 就 是 重 整 化 部 分 , 也 包括 工 自己 . 我 
们 知道 , 代 换 算 子 Sr 的 作用 是 将 


KY = {kps, Labo € L(Yr)}, gq = {q0", Va € q(77)} 
换 成 工 的 相应 量 的 函数 : 
故人 
其 中 , KT 和 qr 是 变量 集合 : 


Wr = 的 abc E (I)}, 
(gl r= {gs, 玉 人 : vy T)}. 


kt 是 积分 动量 大 = {k,… ,hn} 的 线性 函数 , 通常 用 齐 次 线性 函数 , 于 是 用 Sr 可 
以 把 Rr 写成 (kg) 的 函数 : 
Rr(k,g) 一 SrRr. (B22 


在 (8.2.1) 式 中 ， 元 已 经 在 (8.1.28) 式 中 定义 , 我 们 还 定义 


Tr yy ye 2 [I An,s, x [I Ho (8.2.3) 


Lava EL(T/Y1 ,Ye)=.L(T) VaEYT) 
其 中 , .2T) = 名 (T/m,… ,7Ye) 包括 所 有 属于 工 而 不 属于 任何 y; (7 = 1.… .ec) 的 


[ 的 内 线 . 站 包括 所 有 属于 [的 线 的 端点 . 而 多 是 工 的 线 元 的 动量 的 多 项 式 
由 于 对 费 恩 曼 A (8.1.3) 式 , 因此 可 以 做 到 


Iryy,i ye = {Ir/ [I D,. 
+ 三 1 


由 (8.2.1) 式 , 当 工 是 重 整 化 部 分 , 即 正规 图 工 的 表 观 发 散 度 d(T) > 0 时 . 费 
恩 曼 积分 函数 的 有 限 部 分 为 


Rr = Ir(kg) + Qr(K',g')+ 2 古人 
这 里 》、” 表 示 求 和 遍及 T 的 一 切 互相 分 离 的 重 整 化 部 分 ( 即 表 观 发 散 度 4 > 0 的 


正规 图 ) 1,… ,Yc 的 集合 {m4,… ,jc}, 但 不 包括 下 自己 形成 的 集合 {TIT}, 也 不 包 
括 空 集合 @. 


8.2 ”Rr 的 显示 表达 式 . 273 . 


当 工 不 是 重 整 化 部 分 , 即 d(T) < 0 时 ， 
Rr = Ir(kg) + ee 页 or I Or (KY sg) (8.2.5) 
二 二 
在 这 两 个 式 子 里 , 对 重 整 化 部 分 7( 即 7 是 正规 图 , 而 且 d(?) > 0 ), 8; 的 定义 为 


oO- 人 (Kg’ Ee yp KA) KS, J ot RY a | 


了 一 | 
d(7) co 
= 一: se 要 oi (8.2.6) 
YE Ne 未 三 1 


求 和 号 》、 表 示 的 求 和 范围 与 (8.2.4) 式 类 似 

是 一 个 用 迭代 方式 规定 的 定义 . 5, 是 把 它 右边 的 函数 中 的 KY 一 K37 (7)， 
rr 一 g27(K7Yg7) 做 变量 代 换 ， 使 之 变 为 KY Bh {k 人 Zapr € L(Y)} 和 do 即 
{92, Va ez(7)} 

We 是 将 右边 的 函数 对 ?7 的 输 gq 的 独立 量 的 4 个 分 量 作 直到 d(”) 
和 由 于 对 一 个 连接 图 x , 输入 动量 要 满足 > q = 0 ,所 以 当 y 有 


Va Ev(Y) 

\ 个 顶 角 时 . 独立 的 g? 只 有 N 一 1 个. 泰勒 展开 的 独立 变量 最 多 只 有 4(N 一 1) 个 
(有 些 顶 角 可 能 没有 外 线 ). 

由 于 定义 出 来 的 C- 是 外 动量 的 多 项 式 , 又 由 于 Rr 的 这 种 形式 , 我 们 可 以 用 
在 拉 氏 密度 .2Z(7) 中 添加 场 量 及 其 微 商 的 多 项 式 的 方式 , 即 添加 “人 工 ” 顶 角 的 方 
武 ， ia 自动 进入 各 阶 费 恩 曼 被 积 函数 , 最 后 形成 Rr. 这 
就 是 重 整 化 的 基本 思想 . 

在 d(T) >0 时 , (8.2.4) 式 可 以 写成 


y / 人 / C 四 
Rr = r+ (tr Sr) {’ 于 信 。 下 an Tu | 让 pe [LQ 
Ys Ye T= T1，…… Ye y=! 
一 4 十 已 十 (Os 


第 一 项 和 第 三 项 合 在 一 起 , 有 B = -此 (4 + C), 给 出 
Rr = (1 ds {i Sy 奈 罗 aa 刘 To | (8.2.7) 
在 VD) <0 时 ， 


Y 
pe S$- rive [| Qe (8.2.8) 
YY 


r 
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令 


Rr = Ir+ 本 > pene | | Qs (8.2.9) 
5 天 二 | 
则 当 d(T) >0 时 有 
Rr 一人 一 引导) 页， (8.2.10) 
当 d(T)<0 时 有 
Rr = (1 — 0)SrRr. (8.2.11) 


如 果 当 d(y) < 0 时 , 定义 tao) = 0 , 两 个 式 子 就 可 以 统一 由 (8 daa 
在 (2 起义 ,和 各 ” 是 全 和， 而 当选 定 一 的 
相互 分 离 的 表 观 发 散 度 > 0 的 正规 子 图 的 集合 {X14,… ,Yc} 时 ， 注意 
后 面 的 Q,, 之 间 是 相 乘 的 , 如 果 对 所 有 的 ?* , 又 选 定 了 ?* 的 相互 分 离 的 发 散 正 规 
子 图 ( 即 表 观 发 散 变 > 0 的 正规 子 图 ) 的 集合 时 , 则 对 该 Q、， 又 只 得 到 一 项 . 这 个 
过 程 可 以 不 断 做 下 去 , 直到 对 某 些 子 图 xy' 不 再 选择 (不 是 不 可 能 选择 !) 子 图 为 上. 
这 时 相关 的 Qj 为 

Q»y' = 一 (ry (8.2.12) 

所 以 , 我 们 最 终 得 到 的 在 多 重 求 和 中 的 一 项 , 是 要 建立 在 下 列 过 程 完成 的 基础 上 . 

。 在 中 选 定 7 包含 的 互相 分 离 的 真正 规 子 图 yi,… ,Ye: 

e 在 1,… ,Yc 中 各 自选 定 包含 于 它们 的 相互 分 离 的 真正 规 子 图 

?1 NIc(1)s* ) els ,Yec(e)s 


® 在 所 有 i 中 选 定 yc) 


e 一 直到 所 有 的 这 些 费 恩 曼 图 >,- ele loa Tan. 

。 所 有 这 些 正规 子 图 ~ 部 要 求 其 表 观 发 散 度 d(y’)>0. 

这 样 我 们 就 可 以 确定 8@, 中 的 许多 求 和 中 的 一 项 ， ， 要 求 对 一 切 这 样 的 项 求 
和 . 从 集合 的 观点 而 言 , 我 们 要 求 先 确 定 一 个 集合 , 它 的 元 素 是 y 的 真 发 散 正 规 子 
图 , 这 些 子 图 之 间或 者 相互 分 离 (没有 公共 顶点 、 线 ) 或 者 一 个 包含 男 一 个 : 也 就 是 
对 集合 中 的 任意 两 个 子 图 y 和 y” 要求 Yny” =oy DD YY C9 三 者 必须 满 
足 一 个 条 件 , 这 称 为 互 不 交叉 , 这 样 的 集合 称 为 y 的 限制 正常 林 , 用 记号 N, 表示 
如 果 把 要 求 中 的 “? 的 真 发 散 正 规 子 图 ”中 的 “发散” 要求 去 掉 , 也 就 是 只 要 求 是 、 
的 真 的 正规 子 图 的 集合 , 而 且 互 不 交叉 , 得 到 的 集合 称 为 y 的 正常 林 . 用 N 表示 :. 
正常 林 可 以 是 空 集 , 当 一 个 7 的 正常 林 添 加 一 个 元 素 自己 时 , 得 到 的 集合 称 为 满 
林 . 满 林 肯定 不 包括 空 集 , 因为 它 至 少 必须 有 >) 自己 . 

我 们 看 到 , 一 旦 yy 的 一 个 限制 正常 林 给 出 , 就 得 到 Q, 的 一 项 , 而 Q、 是 对 一 
切 这 种 林 求 和 : 


8.2 ”Rr 的 显示 表达 式 * 275. 


a dl(y 
2 二 2 Fa i + { ) 太 -nr "yretry 
(未 】 
Rl Tt L, /Tri 1， Tic(ri) x a (8.2.13) 


其 中 . N, 是 限制 正常 林 . 0 Uy) = 

在 (3.2.13) 式 中 , U(yY) = {2} 的 项 就 是 (8.2.6) 式 右边 的 第 一 项 . 

对 于 每 一 个 Un a 4(8.1.26) 式 选择 独立 积分 变 元 ， 在 适当 的 
泡 利 - 0 全 化 业 让 在 (8.2.13) 式 泰 勒 展开 前 后 的 各 级 函数 在 欧 氏 空间 都 绝 
对 可 积 , 最 终 给 出 Q, 在 大 空间 的 积分 . 这 个 积分 与 各 级 子 图 中 如 何 分 布 输入 动量 
无 关 , 因为 它们 是 Lu 的 函数 并 且 对 独立 的 Toe 求 积 分 而且 在 逐 级 由 里 向 外 积 
分 的 结果 , 每 一 级 都 给 出 的 是 该 子 图 的 输入 动量 的 函数 , 因为 流 方程 和 积分 的 唯一 
参量 就 是 它们 , 而 积分 也 是 对 wo 作 的 . 因此 , 它们 只 能 给 出 输入 动量 的 函数 . 在 
作 泰 勒 展开 之 后 , 也 还 是 得 到 输入 动量 的 多 项 式 . 这 个 函数 或 多 项 式 , 不 依赖 把 动 
量 1,wo 参数 化 的 方式 , 不 依赖 于 如 何 把 luor 分 为 hass 和 gawo 的 方式 . 所 以 最 终结 
ee 这 些 分 析 对 五 , 和 R, 也 适用 . 

如 果 我 们 认定 -t+ ,5,, 这 个 算 子 只 (作用 于 DO ) 中 及 ~Y 所 包含 的 那些 子 
图 全 a 这 些 量 都 只 与 这 些 图 y" 的 线 元 的 1,6s 和 2, qi 有关)， 
ee nse 次 序 是 , 如 果 y 2 7y”, 则 写成 (-t47 5%) 
…( 一 755%). 如 果 互 不 包含 , 则 这 两 个 算 子 是 对 易 的 ， 可 以 按 任何 次 序 写 考 
虑 到 


A a 区 入 (8.2.14) 
我 们 把 Q, 写成 


dy) po d(A) ea ‘ 
= mnt 3 J Ct (8.2.15) 
UYIEN: XEU(Y) 
U(Yy)#{2} 
也 就 是 , 令 
名 = y(t 8) (8.2.16) 
U(yY)EN;. AEU(Y) 
U(7)#{2} 
川 有 
= (8.2.17) 


为 了 今后 的 推导 , 我 们 重 定 义 泰勒 展开 , 令 


dd (7) "1 ,hs 
| tm ， Ad) 20; (8.2.18) 


FY 三 
()， 1 dy)<0 
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于 是 (8.2.7) 式 和 (8.2.8) 式 可 以 统一 写成 


Rr = (1 — torSr)Rr = (1 — tir)SrRr. (8.2.19) 
而 公式 
| (tex™ SL. (8.2.20) 
UEN,. AeU(Y) 
U(7Y){2} 
可 以 改写 成 
=D+ > [I (-#s)D (8.2.21) 


U(Y)ENU(Y)#A{S} MEU(Y) 
这 里 , N 代表 正常 林 , 求 和 号 是 对 一 切 非 空 集 的 正常 林 U, 求 和 , 当 U(y) 包含 表 观 
发 散 度 小 于 0 的 y 时 , 该 项 实际 为 0 . 所 以 (8.2.21) 式 与 (8.2.20) 式 相等 . (8.2.21) 
式 右边 第 一 项 相当 于 UV(7) = & 的 项 (这 实际 上 是 一 种 定义 ). 


8.3 工 林 按 太空 间 的 子 空间 了 的 分 类 


8.3.1 动量 labo,k0po,qdpo 对 t 和 对 tq 的 窘 次 
labo 是 如 下 的 一 组 线性 方程 组 的 解 ， 


a a 
$ labo = gq, i ‘lab = =lbao: (8.3.1) 


bo 


当 连 接 图 工 的 总 输入 外 动量 为 0 时 , 即 
> ql = 0, 
Va EYV(T) 
方程 (8.3.1) 式 有 解 , 而 且 当 工 形成 回路 时 有 不 止 一 个 解 . 通 解 是 
labo = labs + Alavo. (8.3.2) 
其 中 ,1,0 是 一 个 特 解 , Alsss 是 下 述 齐 次 方程 的 特 解 : 


S Zo = i = = (8.3.31 

bo 

这 个 方程 又 叫 无 源流 方程 . 
这 个 特 解 的 独立 解 的 数目 与 工 的 独立 的 回路 数 1(T) 相等 因此 要 确定 1 ，，， 
须 确定 这 些 ! 个 ( 齐 次 方程 的 ) 解 的 迭 加 系数 . 正好 物理 问题 中 也 要 引进 同样 数目 
的 积分 动量 {所 ,… ,入 } .这些 积 分 动量 与 ,6 的 关系 是 线性 的 . 它们 形成 一 个 41 
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维 的 空间. 在 第 一 节 中 , 我 们 给 出 一 个 选取 大 参量 的 例子 . 这 实际 上 不 是 唯一 的 . 
在 大 空间 的 任何 超 平 面 上 , 这 些 积分 动量 可 以 参数 化 为 


及 一 0 十 0 三 1 012,3. (8.3.4) 


我 们 在 后 面 遇 到 的 与 7 相关 的 函数 下 , 都 是 y 的 线 元 Zuo 的 动量 4- 矢 量 
1 大 六 和 4 7 的 各 个 分 量 的 有 理 函数 . 由 (8.1.23) 式 和 (8.3.4) 式 有 


i NE A (8.3.5) 
简写 为 
se a cgtp 十 d7 oq),. (8.3.6) 
其 中 ，ax,c2,dY， 都 与 子 图 y 的 选择 有 关 , 而 且 
We c7 tp =k7, A =gY, a= abon. (8.3.7) 


二 caata 不 恒 为 0 (写成 castp 关 0 ), 也 就 是 至 少 有 一 个 jw 和 一 个 7 对 应 的 
abo ; 关 0, 从 而 沿 tf 方向 上 趋 于 oo 时 , 矢量 ?一 co , 我 们 称 Eap 相对 于 Ty 
是 变量 . 或 者 称 1uor 相对 于 7,y' 是 变量 . 反之 , 如 果 对 给 定 aoc ,cig =0 对 一 切 4 
3 二 1,.… ,hh 成 立 , 则 在 7 上 取 不 同 的 时 , 7 不 变 . 我 们 称 Lso 相对 于 Ty 
是 常量 . 从 以 上 定义 看 出 , 一 根 线 Lsss 是 否 是 变量 , 不 仅 取决 于 了 的 选择 , 而 且 取 
决 于 >' 的 选择 . 
当 Ls, 是 变量 时 , /or 对 t 的 昭 次 为 1 次 , 当 Zoor 为 常量 时 , 它 对 t 的 窜 次 
为 0 次. 
另 一 方面 , 作为 {gq7 } 的 齐 次 线性 函数 ， q7,, 对 于 qr 窜 次 也 是 确定 的 (0 次 或 
1 次 ). 由 此 ， la 1 对 的 寡 次 , 以 及 对 t,qY 的 总 究 次 (总 需 次 也 是 
0 次 或 1 次, 当 和 襄 ， 对 七 的 寡 次 为 0, 且 gi, 对 gqY 的 宕 次 为 0 时 , 即 ouo = 0 时 ， 
lv 对 六 0 总 寡 次 为 0 .否则 为 1) 
进一步 ， 匠人 可以 有 了 机 已 对 /的 寡 次 , 它 是 所 作为 2 (1) 和 gq,0,(97) 
的 有 理 函 数 通 分 之 后 分 子 (多 项 式 ) 对 1 的 突 次 的 最 高 项 的 螺 次 减 去 分 母 对 + 的 暴 
ee te ee 它 是 分 子 tyY 最 高 次 项 的 tg 守 
次 减 去 分 母 的 相应 窜 次 . 因此 , 已 对 /7 的 寡 次 或 者 对 1q 的 究 次 都 不 仅仅 取决 于 他， 
岂 取 决 于 7 的 选择 . 
这 里 有 一 个 例外 是 , 在 代 换 5, 作用 过 程 中 , 如 果 一 个 函数 仅仅 是 大 2 的 函数 ， 
3 gn 无 关 , 当 y DY 时 , 可 以 成 KerY 也 就 是 {2 } 的 线性 组 合 . 人 1 是 内 
为 ki 这 个 量 没有 变 , 所 以 
p({k 2}) = KY) = pK (1)) = 8(K") (8.3.8) 


+ 


宕 次 是 不 变 的 , 因为 它 对 7 的 依赖 关系 没有 变 . 
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8.3.2 当 了 确定 后 , 工 林 的 完备 化 和 基底 


我 们 在 下 面 要 由 一 个 工 林 U 生成 它 的 完备 化 C = UV 和 它 的 基底 UV. 在 这 里 
复习 一 下 工 林 U(T) 的 定义 . 对 一 个 正规 图 ( 强 连接 图 ) T, U(T) 是 一 个 由 工 的 正规 
子 图 为 元 素 的 集合 . 这 个 集合 里 的 任意 两 个 元 素 Y 和 ?7 都 不 交叉 , 也 就 是 说 ,以 
下 三 种 情况 一 定 有 一 种 情况 存在 : 


nD 或 和 WD 了 DNn， 或 Np%p= 2. (8.3.9) 


在 这 里 , 两 个 正规 图 都 包括 它们 各 自 的 顶点 和 连 线 (内 线 ), 外 线 不 算 , 比如 7 
72 = 2 表示 它们 不 但 没有 公共 内 线 , 而 且 没 有 公共 顶点 . 正规 图 是 这 样 的 连接 图 . 
它 的 任何 内 线 的 两 端点 都 是 该 图 的 顶点 . 将 任何 内 线 切 断 , 该 图 仍然 是 连接 图 . 我 
们 把 图 5 (不 一 定 是 正规 图 ) 的 连 线 的 集合 记 为 (5). 把 它 的 顶点 的 集合 记 为 Y (5). 
U(T) 可 以 包括 工 自己 , 这 时 U(T) 称 为 满 林 , 否则 称 为 正常 林 . 
U(T) 的 元 素 7 所 包含 的 U(T) 的 元 素 形成 的 子 集合 也 形成 林 , 记 为 U() 

U(Y) 中 的 > 的 真子 图 y;, 如果 U(y) 中 没有 更 大 元 素 y/, 使 7D Y 2 7r， 和 

U(Y) 的 极 大 元 素 , 如 果 U(y hs hh 7 使 YD Yr YY 称 y; 为 极 
我 们 强调 极 大 或 极 小 元 素 和 是 ?7 的 真子 图 , 就 是 说 7 自己 不 是 U(%) 的 
极 大 元 素 (所 以 对 于 满 林 而 言 ,T 绝 不 是 满 林 U(T) 的 极 大 元 素 ), 也 不 能 是 极 小 元 
素 . U(7) 可 以 有 几 个 极 大 元 素 y;,7 = 1,.… ,c, 每 个 y, 都 是 一 个 正规 图 , 而 ” 和 
ji 之 间 有 Yi; 六 ny; = 6, 也 就 是 它们 之 间 互 不 连接 . 由 属于 7 而 不 属于 和 1,… ,> 的 
线 及 其 端点 (这 些 端点 可 能 属于 某 些 y;) 形成 的 图 叫 5 . 它 的 线 的 集合 记 为 (5). 
我 们 把 U(y) 的 极 大 元 素 7 称 为 y 的 下 一 级 元 素 而 把 y 称 为 y 的 上 一 级 元 素 . 
给 定 超 平面 了, 设 (7) 的 极 大 元 素 为 71,… ,ye ,7 了 =7\(W1UY2…UY) ,如 果 5 
的 线 中 相对 7,y 有 常量 , 称 为 ye (U0); 否则 称 y 4 W(U). 当 y&W(U),5 的 一 
切线 元 相对 T, > 都 是 变量 . 

如 果 ~yYeW(U), 用 S(yU) 记 为 73(U) 中 相对 于 7T,y 是 常量 的 线 元 形成 的 集合 . 
把 51,… ,bc 记 为 y\S(yU) 的 连接 部 分 , 也 就 是 属于 > 而 不 属于 S(yU) 的 子 图 的 
连接 部 分 . 

具体 地 , 6; 的 构造 是 这 样 的 , 它 的 线 元 来 源 是 两 部 分 : 一 部 分 是 5 中 对 T.、 是 
变量 的 线 , 男 一 部 分 是 1,… ,Yc 的 线 ( 指 内 线 ). 也 就 是 


2(uir) = [LN ELSON UY LUy;). 


然后 , 考虑 由 这 些 线 元 加 上 它们 两 端 端点 形成 的 图 , 它们 的 连接 部 分 就 是 .5 
所 以 它们 也 可 看 成 是 由 7 的 对 7,y 是 变量 的 线 与 y1,… ,> 的 线形 成 的 集合 再 加 
上 这 些 线 两 端 端点 给 出 的 图 . 
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+ 中 {k2} = K7 给 出 齐 次 方程 (8.3.3) 式 的 解 , 也 就 是 一 个 没有 外 动量 (无 
源 ) 的 满足 动量 流 守 恒 的 方程 的 解 . 所 以 在 7 中 , 变量 线 元 上 的 ,2 ({t;}) 对 每 个 
{tj} 的 取 值 都 给 出 一 个 解 . 

命题 ] ”中 的 变量 线 元 形成 的 图 的 连接 部 分 一 定 是 强 连 接 的 . 理由 如 下 : 

首先 , 这 些 线 元 的 Akps({tj}) 二 0s ({tj}) 一 ko2s({0}) 形成 一 个 齐 次 (无 源 ) 
流 方程 解 . 如 果 不 是 强 连 接 的 , 则 一 定 会 有 一 根 线 Lo, 把 它 切 断后 图 形 分 成 不 相连 
的 两 部 分 ( 称 为 非 正规 线 ). 但 是 , 因为 该 线 是 变量 , 一 定 有 菜 个 ti 变化 时 , 该 线 的 动 
量 lo 要 变化 . 但 是 , 对 于 一 个 封闭 的 没有 外 源 的 系统 , 任意 用 截面 分 成 两 部 分 , 通 
过 截面 的 各 线 的 动量 代数 和 应 为 震 , 所 以 Alo 不 可 能 不 为 0. 

命题 2 工 内 两 个 以 上 正规 图 {g;}, 如 果 有 公共 的 顶点 (有 公共 线 一 定 有 公共 
顶点 ), 则 形成 的 图 仍然 是 正规 图 . 理由 是 : 如 果 该 图 有 一 根 非 正规 线 , 这 根 线 属于 
菜 一 个 gi, 切断 后 gi 是 连接 的 (因为 g; 是 强 连接 的 ). 由 gi 的 任 一 顶点 一 定 可 以 走 
到 它 的 任何 其 他 顶点 ,从 而 可 以 走 遍 {9;} 的 所 有 顶点 ( 费 恩 曼 图 的 线 元 ( 指 内 线 ) 
的 中 间 部 分 一 定 没有 顶点 , 而 两 端 一 定 是 顶点 ), 因此 整个 图 还 是 连接 的 . 

由 以 上 两 个 命题 , 我 们 知道 

命题 3 60- 都 是 正规 图 , 也 就 是 强 连 接 的 包括 所 有 线 元 端点 的 图 . 

命题 4 67, 是 由 让 的 对 T,Y 是 变量 的 线 元 集合 与 U(Y) 的 极 大 元 素 1,…… ,Ye 
的 线 元 集合 的 和 集 形 成 的 图 的 连接 部 分 . 

注意 : 如 果 了 中 有 对 7, 是 变量 的 元 素 , 这 些 线 元 所 属 的 5;, 一 定 不 是 U(7) 
的 元 素 . 

我 们 知道 

命题 5 如 果 6 与 7; 有 公共 点 , 则 67' +. 如果 考虑 添加 不 属于 U(T) 的 
5;， 到 U(Y) 中 去 , 形成 新 的 U(Y), 则 这 些 61， 是 新 的 U(Y) 的 极 大 元 素 (在 这 里 有 
了 DYDD {4 … ;Ye)). 所 以 ,6r 有 三 类 : 

(1)6 不 包含 任何 U(Y) 的 元 素 ; 

(2)57' D Yr 中 的 一 些 (一 个 或 几 个 ); 

(3)6r = 其 中 一 个 7r， 

定义 1 我 们 把 (1) 和 (2) 的 那些 5 称 为 2f(U) 的 元 素 , 也 就 是 , Af (U) 是 
一 个 集合 , 它 的 元 素 是 那些 br 它们 是 YE WI(U) 的 ?NS(YD) 的 连接 部 分 , 而 且 
0 YU(Y)( 当 然 也 不 属于 U(T)). 

上 面 说 的 第 1 类 5,,, 它 不 包含 任何 U(y) 的 极 大 元 素 , 当然 也 就 不 包含 U(7) 
,至 U(T) 的 任何 元 素 . 因此 这 种 5,,，cC 了 2 . 按 定义 , 它 的 每 根 线 都 相对 7,y 是 


三 


Be | 


访 
| 旦 


全 了 的 每 根 线 的 端点 都 认为 属于 75. 
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对 第 2 类 567, 它 包 含 某 些 极 大 元 素 Yi,… ,Yj;, 形成 一 个 林 U(57), 其 极 大 元 素 
就 是 那些 j;,… ,Yj; . 对 561, D> (YiU…Uyj) 而 言 , 其 5 的 线 元 每 根 相 对 并 > 都 是 
变量 , 57, = 6r\(yiU Uy). 

现在 我 们 要 问 , 上 面 所 述 的 两 种 图 , 第 一 种 情况 的 5-, 和 第 二 种 情况 下 的 5,,. 
它们 的 线 元 相对 于 了 和 5., 是 否 仍然 是 变量 呢 ? 答案 是 表 定 的 . 我 们 有 

命题 6 对 第 一 类 561， 和 第 二 类 6 的 6-… 它们 的 线 元 相对 于 67' 都 是 上 
的 变量 . 

证 明 1 对 上 述 集合 中 的 线 元 Lavo, 我 们 有 

(1)Lavo € 7Y; 

(2)Lapo 和 了 中 相对 ?,T 是 常量 的 集合 S(yU). 

因此 ，Labo 相对 Y,T 是 变量 , kh? 在 了 上 不 恒 为 常数 . 我 们 只 须 考察 这 些 线 
元 上 的 hoss 一 kds = 6kapo 即 可 . 另外 , 7 中 除去 所 有 6; 之 后 的 余 集 5(C 7 了) 中 的 
线 元 一 定 相对 于 Y, 了 是 常量 . 因为 是 变量 的 那些 线 元 都 归纳 到 某 些 0 之 中 了 . 


当 Zapec E 了 时 ,Kobe 与 圭 无 关 . (8.3.10) 


当 ?7 的 输入 国定 , ?7 内 的 线 元 的 动量 由 正则 分 布 改变 为 一 般 流 方程 的 解 的 时 
候 , 6 的 顶 角 Vi 输入 改变 为 ( 见 (8.1.22) 式 ) 


q7 — gq = —Ags = 一 », 有 2 ， 这 个 改变 也 与 无 关 . (8.3.11) 


bo _ 
也 abcETAN{6IU…Uo- }=3 


由 定理 3 及 其 推论 , 在 6 内 , kb, 一 kp。 等 于 这 些 量 在 6 内 的 正则 分 布 , 它 是 这 些 
量 的 齐 次 线性 函数 . 因此 
5 一 kn 与 无 关 . (8.3.12) 


abo 
由 于 这 些 线 元 相对 于 TY 是 变量 , 即 Fn 在 了 平面 上 是 变量 , 所 以 人 5 ， 也 是 . 

由 定义 ， 

Fuor 相对 于 6;,T 是 变量 . (8.3.13) 

我 们 注意 到 , 在 进行 上 述 分 析 时 , 所 得 的 结果 与 y, 1,… ,ye 属于 哪 一 个 工 林 
无 关 . 也 就 是 说 , 只 要 工 林 中 有 和 1,… ,3 而且 {jy1,… ,je} 是 Uy) 的 极 大 元 
素 集合 , 不 管 U(T) 的 其 他 元 素 是 什么 , 都 能 同样 确定 y 是 否 属于 WwW, 如 果 是 . 都 能 
给 出 同一 组 5,,, 并 且 确 定 同样 的 ,oy (0) 的 元 素 . 

证 明 2 因为 在 我 们 的 分 析 中 , 对 工 图 的 每 根 线 元 Eapr 上 的 1,w。, 每 个 顶 角 
Va 上 的 输入 qa 对 一 切 U(T) 都 是 相同 的 , 因此 对 于 Y, 在 上 述 分 析 中 各 个 顶 角 1， 
输入 的 动量 中 以 及 7? 的 外 线 Lov。 上 的 lovo 都 不 变 , 因而 q7 是 确定 的 , 内 线 的 正 
则 分 布 就 不 变 . 又 由 于 内 线 的 1,6s 没有 变 . 因而 人 ) 不 变 . 
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考虑 一 个 满 林 U(T) , 用 上 述 程序 找到 必 (U) 再 将 U 添加 wyY(U) 的 所 有 元 素 
(也 就 是 不 等 于 原来 U(T) 元 素 的 所 有 6;), 容易 看 出 ， 林 . 
备忘录 。 即使 U(T) 的 元 素 都 是 满足 d 之 0 的 , 也 完全 可 能 9f (U) 的 元 素 不 满 
足 这 个 式 子 , 这 就 是 要 引入 (8.2.18) 式 和 (8.2.21) ee d<0, 定 义 妈 = 0). 

这 个 由 添加 元 素 的 得 到 的 工 林 , 称 为 CIT) 的 一 个 完备 化 , 写成 U5. 如 果 U(T) 
不 是 满 林 (不 包含 D), 我 们 先 添加 工 使 | U'. 然后 再 得 到 U' ,我 们 也 叫 
L"' 是 U 的 完备 化 : 

| UU YI(U), 当 E U; 的 员 
U'Uw(U'), rguvU. 

我 们 现在 找 出 UV 中 这 样 的 元 素 7 4 W(D), 上 且 在 U0 中 包含 ~y 的 最 小 元 素 (也 
就 是 7' 的 上 一 级 元 素 ) y 2 满足 7 E W(U). 满足 上 述 条 件 的 这 些 元 素 y 的 集 
合 称 为 又 ( 四 ). 约定 了 4 多 (UV) .在 U 中 除去 多 (U) 的 所 有 元 素 得 到 的 集合 称 为 U 
的 基底 ， 

U=U\%(U). (8.3.15) 
由 于 工 林 减 少 一 些 元 素 仍然 得 到 工 林 , 所 以 这 个 基底 U [ 林 . 

注意 1 由 定义 , 由 U(T 0 YEW 构造 的 6; 是 7\S(YU) 的 连接 部 分 
如 果 它 与 菜 个 U(Y) 的 元 素 y;， 相交 , 那么 它 将 包含 y;'. 因此 , 在 U 中 , 这 些 元 
素 都 是 U(Y) 的 极 大 元 素 (U(7) 是 U(T) 中 由 了 及 其 包含 的 U(T) 中 的 元 素 给 出 的 


集合 ). 

定理 5 U(T) 具有 如 下 性 质 . 

rr ?7 与 U(Y) 的 pn 位， 。 的 差 中 的 所 有 线 元 、 当 
-EW(U) 时 , 都 相对 7 是 了 的 常量 ; 当 Y 4 or(D) 时 这 些 线 元 都 相对 7? 是 了 的 


证 明 3 (1) 若 yeU(T). 

(a) 当 %E WI(U) 时 , 由 于 添加 了 {57'} ,把 原来 的 了 二 7\( 凯 ;Yr) 的 线 元 中 的 
对 - 是 变量 线 元 除 掉 了 , 将 它们 并 入 {16; 小 所 以 余下 的 线 元 在 新 的 U(7Y) 的 新 
即 前 面 的 了 Wa 了 是 了 的 常量 . 因而 符合 定理 ， 

(b) 当 %FW(U) 时 ,在 7 与 它 的 CU(7) 的 极 大 元 素 之 间 不 用 添加 元 素 . 而 由 于 
FW(U), jt 了 上 所 有 线 元 相对 7 都 是 了 的 变量 . 所 以 符合 要 求 . 

(2) 若 YYU(T) ,也 就 是 它 是 添加 的 元 素 六 ,前面 命题 6 已 经 证 明 ， 它们 的 
Vj 上 的 所 有 线 元 相对 人 都 是 了 Ce 符合 定理 要 求 . 

定义 2 ”如 果 一 个 工 林 共 包含 下 自己 , 也 就 是 它 是 个 满 林 , 而 且 每 个 元 素 ) 
与 它 在 U(7) 中 的 极 大 元 素 之 间 的 了 0 
上 的 变量 , 则 称 这 个 林 U 为 完备 林 . 
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由 前 面 的 讨论 可 见 

定理 6 任何 U(T) 的 完备 化 得 到 的 U 都 是 

我 们 现在 在 一 个 完备 林 U 中 任意 去 掉 一 pe wm 71,… ,Tn. 余下 的 集 
合 当 然 还 是 一 个 林 , 而 且 是 满 林 . 令 这 个 满 林 为 我 们 要 证 明 下 述 定理 

定理 7 Ui{T} 的 完备 化 (TT)=U. 

证 明 4 首先 帮 1,… ,mm 都 有 一 个 性 质 : 

包含 它们 的 最 小 的 U(T) 的 元 素 比 如 +y 都 属于 W(U), 所 以 不 在 被 除 掉 之 列 : 

7 ,Tn 所 包含 的 最 大 元 素 比如 ? 也 不 属于 8(U 4 所 以 也 不 在 被 除 掉 之 列 : 

考虑 这 个 Y ,由 于 外 在 U 中 属于 W(U), 因此 5(0)=)Y\Y1… ,Ye 中 有 相对 
于 了 ,YY 是 常量 的 线 元 . 在 U1 中 , 新 的 了 a 5(U1) 2 7(U) . 

因此 , 在 总 中 也 属于 (01) .在 了 (三 ) 中 属于 元 =TN3ai ?ci 的 线 元 , 它 
们 相对 于 各 自 的 元 是 了 上 的 变量 , 然后 由 定理 3 的 推论 , 它们 对 应 的 差 1 一 ky 
是 7(0D) 上 的 线 元 上 kk,,, 的 线性 齐 次 函数 , 而 这 些 线 元 是 T,yY 上 的 常量 ,所 以 
es 一 Ko 与 t 无 关 . 所 以 这 些 Lapo 不 管 相对 于 ?7 或 者 相对 于 元 都 是 人 上 的 变 

量 . 从 而 由 U1 进行 完备 化 生成 6i 的 过 程 中 这 些 线 元 全 都 添加 进 6; 中 去 了 . 因此 . 
i Ti 都 能 复原 . 

由 以 上 叙述 可 见 , 对 任何 一 个 正常 林 U(T) 都 可 以 用 添加 工 变 成 满 林 U'(T). 再 
用 添加 满 林 的 zy(U') 的 方法 得 到 一 个 完备 化 U(T). 要 从 满 林 开 始 作 完备 化 的 原因 
是 可 能 TEeW(U), 而 T/7 .37r = 工 上 有 对 了 T,7T 是 变量 的 线 元 Zooc， a 
这 里 添加 的 多 (U) 元 素 . 由 一 个 完备 林 U(T), 可 以 用 除去 一 些 8(0) 的 元 素 7 ， 
去 掉 工 得 到 一 系列 的 正常 林 Ui;(T) . 而 所 有 这 些 正 常 林 U; 的 完备 化 都 是 U( 
底 UU(T) 不 是 正常 林 而 是 满 林 , 因为 约定 T 自己 不 属于 多 (U)). 因而 一 i 
可 以 用 这 种 方式 确定 地 配 分 到 完备 林 U(T) 的 名 下 . 

一 切 正 常 林 都 可 以 找到 一 个 完备 化 , 空 集 U(T) = 6 也 是 一 个 正常 林 , 它 的 完 
备 化 要 添加 的 元 素 如 下 : 空 集 添加 T 工 后 得 到 只 有 工 一 个 元 素 的 满 林 U' = {T} . 然 
后 , 若 7 六, 则 

Us = {TY} (8.3.16) 


车 ye WwW, 则 找 出 了 中 的 所 有 相对 于 工 是 TT 的 变量 的 线 元 . 它们 的 连接 部 分 
才 1,… ,Te 一 定 是 正规 子 图 , 而 且 4,:… ,7 相互 分 离 , 给 出 完备 林 


Us = {T}U{n}U {rn} U {ne} = {T, n,m Te}. (8.3.17) 


在 这 个 完备 林 中 , 所 有 的 工 真子 图 7,… , 全 都 属于 (0,) . 因此 一 个 完备 林 C' 
如 果 不 能 由 gg 生成 , 它 一 定 包含 不 属于 名 (0) 的 TT 的 真子 图 . 
这 个 完备 林 (8.3.17) 式 还 可 以 由 下 a iy 
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Ui = {ni} 
U2 = {72} 


Sr (8.3.18) 


Uo. 一 {nn1} U {72} Wel {ze 


我 们 看 到 , 一 个 工 林 U 的 完备 化 与 超 平面 了 的 选择 密切 相关 . 当 了 取得 不 同 ， 
它 的 完备 化 UV 也 不 同 . 

同样 , 一 个 下 林 中 , WY(U)、S(yU)、yY(U)、 多 (U0) 等 的 形成 也 与 7 的 选取 密切 
相关 . 

对 于 多 数 取 向 的 超 平面 了 了, 所 有 的 线 元 都 会 是 变量 , 因此 所 有 的 满 林 都 是 完备 
林 , 只 有 对 一 些 特别 的 超 平面 , 完备 林 才 有 丰富 的 结构 . 但 是 要 证 明 Rr 在 积分 下 
收敛 , 必须 要 求 对 一 切 了 的 选择 , Rr 对 t 的 徊 次 都 小 于 7T 的 维 数 的 负 值 , 所 以 需 
要 作 如 此 详细 的 分 析 . 

由 前 面 的 讨论 我 们 知道 , 任何 一 个 正常 林 U(T) 都 有 一 个 确定 的 完备 化 U(T). 

办 此 凡是 对 于 所 有 工 的 正常 林 CO he ie C 的 求 和 , 再 

在 同一 个 C 下 对 共有 这 个 C 作为 己 完 备 林 的 那些 正常 林 U 的 求 和 


二 (83.19) 
UY GL) U(T) 
UEN U(rT) EN 

UI) = 0 


我 们 现在 改写 Rr 的 公式 , 我 们 有 (8.2.21) 式 
Rr=Ir+ > [GC fi. (8.3.20) 


UPIEN AEeUI(T) 
U(T)#{0} 
我 们 现在 将 (8.3.20) 式 的 求 和 先 对 完备 林 C(T,T) 求 和 , 在 同一 C 中 再 对 完备 
化 等 于 该 C 的 正常 林 求 和 . 我 们 知道 , 由 (8.3.19) 式 , 这 与 直接 对 正常 林 U 求 和 是 
- 样 的 , 得 到 


XG Ts 4. (8.3.2 

m= > | Hotel CS 人 (8321) 
CCw Ul(T')EN AELU (TD ) I 2 (TL 

U(T)#¢0 U 

CV(T)=G U( 
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在 此 式 中 , Co。 是 由 空 集 。 完备 化 得 到 的 完备 林 , C 关 C。 是 其 余 完备 林 . 考虑 到 ( 见 
(8.1.31) 式 ) 当 > DY 时 ,有 
S,Sy = 5,. (8.3.22) 


我 们 也 可 以 改写 此 式 为 


Rr = gx(C,U)SATr | + 0 国 双 丰 二 看。 全 本 2 
入 入 


CC U(T)EN AEC U(T)EN AECo 
CD) 天 5 LU(T) 尖 g@ 
世代] 三 它 区 三 他 
g*=1, 当 和 eC,AgU; 


g^ = -t， 当 和 eC,AeU. hy 

由 于 对 同一 个 C, 正常 林 U 的 获得 是 将 C 中 扣除 工 , 再 扣除 任意 数量 的 C 中 

的 多 (C0) 的 元 素 而 得 到 的 , 因此 , 对 于 和 e 多 (C0). 都 有 两 种 选择 : 除 掉 或 者 不 除 掉 . 

相应 地 在 (8.3.23) 式 中 的 g* 取 1 或 者 th, 求 和 jryewn 实际 上 就 是 对 一 切 这 
种 可 能 性 求 和 . 因此 , 有 


Rr = (I[I fsSsIr)+ [I fAIT 


C 关 Ce 入 EC 和 ECo 
入 天 工 MT 


=2_(][ 六 sm) (8.3.25) 


C AEC 
和 zT 
其 中 
f= = 当 入 & 8(O): 
和 ss | (8.3.26) 
i=sil-t Xe BC 


(8.3.25) 式 给 出 


SrRr 一 Yi(C), (8:3:27) 
其 中 
Yr(C)=Sr [AS 
AEC 
AzZT 
= Iryy weSr | [ {fy, 5 [I[ As (8.3.28) 
| 
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式 中 , 3 ,Yc 是 U(T) = CO) 的 极 大 元 素 , U(y;) 是 包含 于 xy; 的 U(T) = C(T) 
的 元 素 形成 的 子 林 . 由 (8.2.19) 式 
Rr(k,q) = (1 — tor)SrRr, 
有 
Rr(kq)= > (1—tr)Yr(C)= 》 Xe, Xo= (1-tr)Yr(C). (8.3.29) 
CG 9 
我 们 的 任务 就 是 证 明 每 个 Xc 对 + 的 窜 次 小 于 (-1) x 了 7 了 平面 的 维 数 . 为 此 , 须 
研究 Yt 的 性 质 . 为 了 这 个 目的 , 对 于 完备 林 C(T) 的 子 集合 U(Y), 即 如 下 7' 的 集 
合 : x Ee C(T), 且 > Cy, 我们 类 比 (8.3.28) 式 定义 友 (容易 看 出 , U(Y) 也 具有 完 
备 林 在 定理 5 中 所 说 的 性 质 ). 
定义 3 当 U(Y) 包含 7 的 真子 图 时 ， 
= [| A (8.3.30) 
A 和 EU (7Y) 
入 天 7 
其 中 ， 扩 和 5、 由 (8.3.26) 式 给 出 ,U(Y) 是 C(T) 派生 出 来 的 具有 完备 林 性 质 的 林 . 
我 们 有 
ED s, TIw (8.3.31) 


其 中 , 1,…: ,Ye 是 ) 中 的 极 大 元 素 , 当 y 下 面 不 包含 其 他 子 图 时 , 我 们 定义 
y=L. 

习题 ”请 用 (8.3.30) 证 明 (1 El 

现在 . 让 我 们 小 结 一 下 这 一 节 的 内 容 , 首先 约定 当 d < 0 时 , 泰勒 展开 ty 三 0. 
对 于 BPHZ 给 出 的 Rr (8.2.4) 式 和 (8.2.5) 式 可 以 统一 写成 (8.2.10) 式 , 即 


Rr=(1— to Sr)hr. (8.3.32) 


其 中 , 局 可 以 用 迁 代 方式 定义 
/ 4 
B= mn | 0 
th a Fl 
= dyr) ea ) 7 7 
= y, 境 > Ly fy se 1[ 一 人 天 (8.3.33) 


t= 
中 .2 是 > 的 真子 正规 图 , 而 且 互 相 分 离 . 求 和 与 > 六 足 对 一 切 这 样 的 集合 
je) 求 和 . 第 一 项 [可 以 认为 是 相当 于 该 集合 为 宣 储 时 的 一 项 , 因此 PB, 是 
F 多 项 的 求 和 . 0。 是 重 整 化 时 引进 的 抵消 项 , 它 是 力 ， 的 多 项 式 ， 


】 
了 一 
1 
i 
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由 于 该 式 是 由 迭代 关系 定义 的 , 定义 中 的 轧 , 又 是 许多 项 的 求 和 . 因此 , 最 终 
元 是 许多 项 的 求 和 . 这 和 式 中 的 一 项 形成 一 个 林 U(7) 给 出 (8.2.21) 式 
B=,+ 》， J (C8 (8.3.34) 
U(YENU(Y)#{0} MEU(Y) 
当 一 个 动量 积分 空间 k 中 的 子平 面 了 确定 之 后 , 相对 于 正规 图 7 可 以 确定 Y 的 内 
线 Laso 是 了 的 变量 还 是 常量 . 这 种 区 分 对 于 t94W 的 结果 中 的 上 窜 次 很 重要 . 

本 节 的 定理 6 说 明 , 可 以 在 工 的 一 个 林 U(T) 中 添加 一 些 正规 子 图 , 使 得 新 的 
完备 化 是 完备 林 , UV 具有 一 个 重要 性 质 : 它 的 任何 一 个 + 与 下 一 级 7 ?ec 之 
间 的 线 元 即 y/m…7Y。 的 线 元 都 是 变量 或 者 都 是 常量 

注意 : 对 U(T) 在 完备 化 时 添加 的 新 元 素 , 在 RR 的 用 U(y) 的 表达 式 (8.3.34) 
式 中 是 没有 地 位 的 . 对 这 样 的 新 元 素 和 , 对 应 于 (8.3.34) 式 中 (ts SA) 的 部 分 只 
能 取 为 1 或 者 5、, 因此 , (8.3.28) 式 

0)=5r [| As (8.3.35) 
6 


是 属于 同一 个 C 的 UOT), 即 U(T)=C 的 U(T) 的 Rr 中 的 一 些 项 的 求 和 , 因而 有 


Rr= > Yr(0). (8.3.36) 
C 
对 于 C 的 子 图 7, 定义 
Y= || AS (8.3.37) 
和 EU(T) 
入 天 了 


其 中 , U(Y) 是 完备 林 U(T) = C 的 所 有 被 + 包含 的 正规 子 图 . 这 个 式 子 可 以 用 达 
代 方 式 定义 为 (8.3.31) 式 


Ye = Tp s, JI jr (8.3.38) 


注意 : 我 们 注意 到 , 这 个 式 子 中 的 算 子 六. 是 线性 算 子 ， 如 果 号 ， 有 一 个 改 
变 : 到 = AY, + 久 ,, 而 且 在 和 欠 代 过 程 中 后 继 运算 有 ,不 变 , 则 y; 的 上 一 级 ) 的 
疙 将 有 改变 


A = 7) hpi [| AY (8.3.39) 


我 们 现在 考察 , 如 果 在 重 整 化 时 引进 的 抵消 项 @,, = +9 忆 , 中 做 一 个 改变 : 


Q =AQ + Qy, (8.3.40) 
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假设 某 个 完备 林 U(T) = C 包含 y,, 则 在 (8.3.38) 式 中 在 人 六， 的 位 置 上 就 
会 迭 加 一 个 和 AQ,. 这 是 因为 生 (C) 是 (8.3.34) 式 Rr 中 那些 隶属 于 C 的 那些 U, 
的 求 和 项 组 成 . 当 C 包含 y 时 , 这 些 项 一 定 在 有 中 有 -to 出 现 , 这 个 地 点 就 
多 出 改变 量 AO 

如 果 在 后 继 运算 中 一 切 包含 x; 的 + 都 同等 地 对 待 8， 和 AQ;,, 则 在 六 的 
上 一 级 将 有 改变 , 由 (8.3.38) 式 有 


Yt =AY, + ¥,, 


/全 


RY i Ho. (8.3.41) 


值得 注意 的 是 产生 这 种 改变 的 于 (U0) 将 不 止 一 个 , 而 且 不 影响 后 继 的 fy, 的 形式 . 
所 有 以 ?> 为 元 素 的 完备 林 U = C 都 将 产生 这 个 改变 . 我 们 知道 , 不 同 的 重 整 化 
点 对 应 的 抵消 项 的 差别 正 是 这 一 些 AQ 在 下 一 节 我 们 也 会 分 析 这 样 的 改变 对 
Zimmerman 定理 可 能 有 什么 影响 . 


8.4 Zimmermann 定理 
在 上 节 , 我 们 得 到 费 恩 曼 被 积 函 数 的 有 限 部 分 (8.3.29) 式 


Rr=(1= tH)Srir= 》 (1-1 Yr(U). (8.4.1) 


U=CE®G 
在 本 节 将 证 明 对 每 个 完备 林 U = C , 相关 的 Xc = (1 一 本)Yi( 它 是 了 平面 参数 避 
的 有 理 函 数 ), 其 t 窜 次 满足 不 等 式 


deg, (1 — tt )Yr(U) < ~ dim(T). (8.4.2) 
从 而 证 明 Zimmermann 定理 : 
deg, Rr = deg,(1 一 ti )Rr < —dim(7T). 


对 于 yeUV =C ，, 芒 由 迭代 公式 给 出 
Y, = ye II Sy fyr Vy: (8.4.3) 


其 中 站, 是 U(y) ( 它 是 U = C 中 被 7 包含 的 元 素 的 集合 ) 的 极 大 元 素 . 
如 果 7 不 包 何 比 它 更 小 本 元 则 = I 注意 : 7 不 是 U(Y RE 从 
(8.4.3) 式 可 以 知道 号 可 以 表示 为 


这 (人 97) 一 遍 总 / (8.4.4) 
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其 中 , 4 是 KR? = {ki7} 和 g7 = {gq7} 的 多 项 式 ， 


Bl = [I (8 1 十 ie(luoo” 二 7 站 三 [I Co abvs (8.4.5) 


Labo €6 Lago €6 


Clw;at 
B, = 1I [I CR 一 二 je 十 /2 )) (wv.abo) 
> 0 ) Labo EY 


= TT Ll dee es (8.4.6) 


PEU(Y) Labo EP 
PETY 


6 是 的 内 线 的 集合 2(7) 的 子 集合 , C(e,abc) 是 非 负 整 数 . 下 面 我 们 用 递 推 公式 
(8.4.3) 式 进行 分 析 . mm ) 式 的 主要 信息 在 其 分 母 上 . (8.4.3) 式 中 工 ,,… ,提供 


a 2 2 2 2 
Cabo 3 Labo 一 Habo 夺 ie(lo pe 十 Nabs) 


可 以 归结 到 (8.4.4) 式 的 Bi 中 去 ，B1 的 其 余部 分 由 方太 决定 . 
当 yr 4 多 (0) , 刻 , = -br 这 是 一 个 泰勒 展开 , 先 要 将 志 , 取 对 4 ER 
4= 0, 这 个 偏 微 商 将 ,中 由 传播 子 的 分 母 ”|[ Co 变 为 1 (ea) me 


Labs €E6(7Y -) 
然后 取 成 g = 0 的 值 , 也 就 是 
b ‘(ab a 
[| Ce I lI Oa 四 — | be a, (8.4.% | 
6 


这 样 , 这 个 分 母 就 会 在 后 继 的 运算 中 留 下 了 , 因为 它 只 是 K7 的 函数 . 然而 当 
Yr € (0), 帮 , = 1 一 妇 , 就 会 留 下 切 , 中 的 传播 子 的 分 母 部 分 [TI ，est cuus. 因 
此 , 当 Yy gwW(UV) 时 , 由 于 的 极 大 元 素 都 不 属于 多 (U), 所 以 , 5, 广 , 冯 的 分 母 中 
没有 Cuv ,只 有 由 总 总 给 出 的 C5, 从 而 Bi 中 的 5 只 包含 了 中 的 线 元 . 反之 . 当 
YE WI(D), 则 6 除了 包含 了 中 的 线 元 外 , 还 包含 属于 多 (U) 即 不 属于 Ww(U) 的 那 
些 ?7r 的 方 =/Yr1… ,Yre， 的 线 元 , 最 终 使 得 到 (8.4.4) 式 的 形式 . 

为 了 推导 Zimmermann 定理 


deg, Rr < 一 dm 了 ， (8.4.8) 
我 们 介绍 儿 个 概念 . 定义 Y 图 的 表 观 发 散 度 


d(Y) = deg, 1 + 41(»). (8.4.9) 
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其 中 , deg' 是 工作 为 lupc 的 有 理 函 数 的 1 的 究 次 . 而 1(%) 是 + 的 独立 回路 数 , 或 
者 独立 线 元 的 数目 . 类 似 地 定义 


d(5) = degi 万 /mr 十 型 ( 了 )， (8.4.10) 


= d(7) + >_d(yr). (8.4.11) 
+=] 


这 是 国 为 Ty = 】 上 由 (8.1.25) 式 又 有 1(yY) = (35) 十 DS_ ly). 我 们 


知道 每 一 根 线 元 都 有 | ,其 中 ,Re 的 = g++ 抠 bty 看 成 是 
7 空间 的 矢量 , 我 们 定义 A() 为 y 的 所 有 线 元 (内 线 ) 的 大 y (6) 所 占有 的 了 空 
间 的 维 数 , 即 由 这 些 线 元 的 (5) 生成 的 子 空间 的 维 数 . 类 似 地 , 定义 M(5) 为 了 
es 7 空间 的 维 数 ， 人 ) 生成 的 子 空 间 的 维 数 ， 
由 于 ;5) 的 线 元 的 大 7 (5 ) 是 7(5) 的 独立 线 元 的 太 y 的 线性 过 加 , 所 以 
得 到 


4L(7) MM(yY), 41(7) 2 My) A(T) 过 MT) = dimT. (8.4.12) 
我 们 有 如 下 命题 
命题 7 
M(y) < M(5)+ 3 M/(Yy:). (8.4.13) 


证 明 5 由 定理 3, 在 任何 7 中 , 线 元 Fair 上 hi 与 上 2, 之 差 为 


一 ky 二 9 一 >》 ks? 给 出 的 正则 分 布 
bo 
Lave EZ (3) 
=4- 》” 1 六 ?的 线性 磷 加 . (8.4.14) 
bo 
Labve (7) 


因而 由 {7} 入,,, 即 在 了 上 的 线 元 的 ij 可 以 组 合成 所 有 7 的 线 元 的 只 r 
两 个 子 空间 合成 的 子 空间 的 维 数 不 会 大 于 这 两 个 子 空间 维 数 之 和 , 因而 有 命题 7 
当 ye€ W(UVU), 由 于 这 时 了 上 的 线 元 都 是 了 面 上 的 常量 (7 = C 是 完备 林 )， 


0 与 必 无 关 . 我 们 有 
(ep 人 = (8.: , 15 ) ) 
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当 y4W(D), 令 


pr 一 万 ， (8.4.16) 
其 中 , 4 是 7 上 线 元 动量 1wo 的 多 项 式 ， 
B= 1] (ob,— pods +ie(lds + pobo)). (8.4.17) 


Labo EY 
由 于 这 些 5 的 线 元 都 是 了 上 的 变量 (7 = C 是 完备 林 ), 在 经 过 Wick 转动 之 
后 , B 作为 g,t 的 多 项 式 , 其 tq 寡 次 为 
degta B= > degra( -log, ,4 — 1? bo jad et )) 


Labo €7Y 


= »》 (0) =dogiB (8.4.18) 


Labo €7Y 
第 二 个 等 式 是 由 于 实数 平方 和 不 可 能 相 消 , 而 对 于 每 一 个 4- 矢 量 luoc, 至 少 有 一 
分 量 ,是 t 的 一 次 式 . 所 以 , 作为 平方 和 , t 的 最 高 次 项 肯定 是 2 次 . 另 一 方面 . 
分 子 肯 定 有 (isso 是 如 的 一 次 或 零 次 式 ) 
degig A < deg' 4. (8.4.19) 
这 是 由 于 4 是 1 的 多 项 式 , 1! 的 tg 窜 次 是 0 或 者 1 次 . 所 以 , 当 ~y 4W(U) .由 
(8.4.10) 式 和 (8.4.12) 式 得 
degsa Ly/y1, ,ye < deg, Ty/r1,.. = d(7)— 41(7) < d(5) ~ M(5). (8.4.20) 
为 了 证 明 Zimmermann 定理 , Zimmermann 首先 建立 了 如 下 引 理 . 
引 理 1 对 于 yeEU(T),U=Ce%W 是 完备 林 ， 
(1) 当 Y9W(U), 有 
degia Yy & d(Y) — MO); (8.4.21) 
(2) 当 YeE YW(U), 有 
deg: Y» < —MI(Y). (8.4.22) 
我 们 用 数学 归纳 法 证 明 这 条 引 理 . 假设 函数 Y 对 ?7 的 极 大 元 素 > 都 满足 引 理 1. 
考察 对 ?7 是 否 满足 . 
8.4.1 ~y WW(U) 


当 y gqW(U), 在 5 的 所 有 线 元 相对 于 ~y 都 是 了 的 变量 , 由 久 的 达 代 公式 


oo ,Ts 向， (8.4.23) 
| 
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有 ， 
de Y = leg bpviv mse F >, dog fy, Yi.. (8.4.24) 
T 一 | 
由 于 3 上 的 线 元 都 是 7 的 变量 , 有 (8.4.20) 式 
degta Lyx. 4s < Ad(5) — M(3). (8.4.25) 


因此 , 只 要 证 明 对 于 U(Y) 的 每 一 个 极 大 元 素 ?> 都 有 


degio Sy fyr Ys < d(Y7) — M(Y7) (8.4.26) 
就 行 了 . 
如 果 这 个 式 子 能 够 成 立 , 由 (8.4.11) 式 
dG) + > dyr) = dl)) (8.4.27) 
及 命题 7(8.4.13) 式 
M(5)+ 》 Myr) > MOT) (8.4.28) 


就 可 以 导出 相对 于 7 的 (8.4.21) 式 : 
degio Yy < d(y) — M(7Y). (8.4.29) 

下 面 我 们 证 明 (8.4.26) 式 . 

因为 y 4 WY(U), 所 以 它 的 极 大 元 素 y+ 94 8(U), 由 (8.3.26) 式 户 - = 一人 .Yr 
有 两 种 可 能 : 

(1) yr ¢ WY (U); 

(2) y+ E VW(U). 

我 们 将 分 别 证 明 这 两 种 情况 (8.4.26) 式 都 成 立 . 

1. Yr ¢ YY(U) 

当 > 4 W(U) ,这 时 有 (由 归纳 假设 ) 

deglio Yy. < d(Y7) — M(Yr). 
下 面 我 们 证 明 一 个 命题 . 
命题 8 ”对 于 完备 林 UE 终 的 元 素 y+ ， 如果 Yr FW(U)，, 则 有 


degio(—t" Ys,) < degio Yy,. (8.4.30) 


证 了 明 6 以 下 分 析 当 YYW(U) 时 , 函数 -td4Y ,的 tq 和 次 . 
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函数 ”一 14YY 是 函数 六 ,(q"",K"™) 对 go 的 d 级 泰勒 展开 . 泰勒 展开 有 几 个 
步骤 : 

e 取 函 数 对 gd 的 微 商 并 在 结果 中 令 gq = 0: 

e 将 这 样 得 到 的 系数 ( 它 只 是 天 六 的 函数 , 与 9 7 无关) 乘 以 gr 的 单项 式 : 

e 将 得 到 的 结果 求 和 . 

考虑 (8.4.4) 式 


一 ， 8.4.31) 
Yr Bi B,» ( 
其 中 ,4 是 qr" 和 天 7 的 多 项 式 ， 
Bi 一 [I (lt Not 市 ie(lbs 相 Maps)) 三 II Cabo, 
Lavo €6 Lapo E6 (Yr) 


万 := [I [I 2 让 2 秆 ie(k? 2 4 2 (abe 与 gq" 无 关 . 


由 于 YY 9 W(U), 根据 (8.4.4) 式 下 面 的 一 段 分 析 , 5 二 和 三 Yr/Y1,… ,Ye 又 
由 于 也 =C 是 完备 林 , y+ WY(U), 所 以 和 Yr 的 Bi 涉及 的 线 元 全 部 是 了 上 的 变量 . 
因为 Bo 与 0 无 关 , 我 们 有 


1 A 
-A = (- Pe J (8.4.32) 
2 


由 于 A 和 Bi 是 g,t 的 多 项 式 , 我 们 有 


degiy Og A < degiy A—1, degiy OyB1 < degig Bi 一 1 (8.4.33) 
从 而 有 
| B10,A — AO,B!1 
degio Or Br 一 degio B? " 
1 
< Imaxldegiy Ou A 十 degiy Bl,deg A + degi, 04B1] 一 2 degi, B1 
A 

和 degiy 4 — degig B1 — 1 = degi, Br 1 (8.4.3.1) 
ei 8.4.35) 
deg1q 09 三 局 < degyo B, 1 (SS 二. 


其 中 , O07 是 0"/0q;, .…0g;, 的 简写 , {qi} = {ga}. 
另 一 方面 , 当 Yr KW(U) 时 , 根据 前 面 的 分 析 BI 的 所 有 线 元 都 相对 于 、 
上 的 变量 , 在 Wick 转动 之 后 有 


degiy B1 = degis( Bilg=0). (3.4.30) 
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这 是 由 于 在 Wick 转动 之 后 ， 


10 
Cs 二 [1 ab 一 Hzoc = ie(12,,)]|g=0 


[= 对 i — Jébo 5 0 本 bps (8.4.37) 


是 实数 的 平方 和 的 形式 ,各 项 不 可 能 相 消 .， 当 Lavo 相对 7T,?r 是 变量 时 , 按 定义 
kj， 的 各 个 分 量 中 至 少 有 一 个 hj,，， 是 t+ 的 1 次 式 . 所 以 有 


deg; Cupo = degto (a degig Cabo = degl Cabo, (8.4.38) 


abo 


因此 .，Bi 的 ， 索 次 在 取 4 一 0 时 不 变 ， 
由 于 怨言 可 以 写成 名， 其 中 忆 是 Bi 的 n 二 1 次 方 ， | 所 以 有 


(eg 


Q 
otgq Plys 0 ea 2: degio Qlo=0 < ~ degio Q Yn 给 出 degia 0 六 BB a degio Pla=0 < SR 


(deg 


Q 4 
otg 万 < degty 二 Bi 一 妨 ， 从 而 有 


A An A 4 
degio (te 咎 ) = ns ( 十 degiy Og 条 < degio Br (8.4.39) 
其 中 . max 是 对 一 切 n(< d) 和 一 切 形 式 的 0"/0g;,…0qi,, 取 极 大 ， 因此 有 


degis(—t°Y,,) < degia > (8.4.40) 


注意 ，(8440) 地 人 人 中 且 六 不 属于 W(U) 即 可 , 与 它 的 上 
一 级 元 素 ” WY(U) 无 关 . 

又 由 于 -140")Y, 是 qr" 的 多 项 式 , 其 系数 是 hn 的 有 理 式 , 与 49” 无关. 这 
个 有 理 式 在 8 作用 下 不 要 因而 在 S, 下 这 系数 部 分 的 19 宪 次 不 变 . 作为 多 项 式 
的 g 徊 次 部 分 在 9 下 . 由 于 oz- 是 q7 和 + 的 0 次 式 1 次 式 ,tq 寡 次 也 不 会 增 大 . 
所 以 有 


degio Oy fy YY = degyo 9 (ty ) < degis(—t™ SS 
< degio Yy, & d(Y7) — NM (~yr ). (8.4.41) 
2. y+ EW{U) 


当 EYOU), 这 时 由 归纳 假设 deg ,< 一 入 (97). 
由 于 ywW(U), 所 以 yi 4%([ 
f= -LY. (8.4.42) 


对 于 完备 林 Ue % 的 元 素 y; 我 们 有 如 下 命题 


. 294. 第 8 章 BPHZ 方案 的 收敛 性 


命题 9 当 >r EU,U 为 完备 林 时 , 我 们 有 (注意 它 与 命题 8 的 差别 ) 
degi(—t""Y,) < deg; 六 (8.4.43) 


对 于 (8.4.43) 式 中 ,的 表达 式 , 我 们 有 


| A 
| 
fs Yr 志 ( t 六 ) 


类 似 前 面 关 于 -tm" 杂 的 tq 徊 次 分 析 , 对 gq,t 的 多 项 式 4 和 B, 有 


A 
deg， 0 万 < max(deg: B104,deg, A0g Bi1) 一 2deg Bi, 
5 A A 
由 deg, 2,4 < deg, A, deg; 0 B1 < deg, Bi 得 deg, 0 3- < deg， B- 
1 1 


A A 
> deg， 0 < deg: Br 


在 Wick 转动 之 后 有 


ks ble ss bigs 十 ie(kor g 定 Mab0)) 


abo 
2 ( 当 Lavo 相对 下 Yr 是 变量 ) 
0 ( 当 Labe 相对 了 Yr 是 常量 ) 


7 
lava 证 Mapo)) 


deg: Cobo = degr(—kir, a 


=degi(—l2po 4 EE i Moo 二 ie( 


一 degi Cabo: 


由 此 得 到 
deg, Bi|，-o = deg, BI (8.4.44) 

加 徊 可 以 写成 儿 , P 是 Bi 的 n+1 次 方 .Q 是 如 的 多 项 式 . 由 (8.4.44) 式 有 
deg: Pla=0 = deg, P 

a 
deg: Qla=0 < deg, Q. 


从 而 得 到 

deg， 名 订 lr < deg， % 襄 < deg, 语 : 
以 上 是 对 于 泰勒 展开 的 系数 部 分 分 析 . 泰勒 展开 是 将 这 些 系数 乘 以 g 相应 的 单项 
式 . 因此 , 我 们 有 
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有 1 
deg;(—t yr Y, )= deg: 万 - 灶 deg, (-e ) 
2 


1 4 
= max (ass 史 寺 ) 


nd(yr),0n 
< deg， 十 deg: a 
万 > Bi 
=deg; .. (8.4.45) 
命题 9 下 注意 : (8.4.45) 式 在 任何 时 候 都 成 立 , 与 y, ?7r 是 否 属于 W(U) 无 关 ! 
由 于 -人 "六, 是 gq 的 dar) 次 多 项 式 , 因此 有 


deglio( 一 区) < d(Yyr) + degi(—t""Y,) < d(~y7) + deg1 Y»y, < d(y7) — M(7Yr7):. 
(8.4.46) 
如 前 所 述 , 5, 不 增加 q 的 多 项 式 的 tq 窜 次 , 因而 有 


degiy Sy(—t"" Y,) & degio(—t™" yy,) < d(yr) — M (Yr). (8.4.47) 


由 (8.4.41) 式 、(8.4.47) 式 可 以 知道 , 当 六 都 遵从 归纳 法 假设 (8.4.21) 式 、 
(8.4.22) I 由 (8.4.25) 式 ~(8.4.29) 式 的 推导 可 以 知道 包含 它们 的 上 一 级 元 素 
9g W(U) 也 遵从 (8.4.21) 式 . 下 面 我 们 讨论 ye W(U) 的 情形 . 


8.4.2 ~y EWI(U) 


我 们 由 Y 的 迭代 公式 = Dy.… 5. [5yf5,Y 


deg: Y = deg; Ty fra- se + De Sa fs (8.4.48) 


由 于 ye W(U), 而 C(T) = 又 是 完备 林 , 所 以 ? 上 所 有 线 元 相对 于 Y 都 是 
T 上 的 常量 . 而 /yx 是 这 些 线 元 的 动量 的 函数 所 以 当 输 入 人 不 要 时 也 是 
常量 , 与 ! 无 关 . 因此 有 


deg Ly/yiw sye 三 0， (8.4.49) 
同时 7 上线 元 动量 占有 的 7 空间 的 维 数 
MI(5) =0. (8.4.50) 


因此 , 只 要 对 每 一 个 y+ 都 有 


deg, S» fy,Yy, < —M (Yr), (8.4.51) 
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就 可 以 得 到 ( 当 U(Y) 有 极 大 元 素 时 ) 


deg, Yy < 0 十 和 —M(Yr) = 三 一 AT 了) 十 2 —M(Yr) < —M(Y). (8.4.52) 


t=1 T+] 


最 后 一 步 是 由 于 (8.4.13) 式 , 我 们 下 面 证 明 (8.4.51) 式 , 分 两 类 情况 . 
(1) yr ¢ WV(U); 
(2) 7r € WV¥(U). 


1. yr ¢ WU) 
由 于 包含 y; 的 上 一 级 元 素 y e W(U) 是 在 完备 林 C = U 中 , 因此 有 
yr €E BU), py, =1-t. (8.4.53) 


为 计算 deg,(1 一 要 7) 多,, 我 们 在 下 面 证 明 一 个 命题 . 
命题 10 ”在 完备 林 中 , 当 Y WI(U) 时 有 


degi(1 —t°)Y < degi Y» —d. (8.4.53) 
证 明 如 下 . 
考虑 表达 式 (8.4.31) 式 ， 
4 
,= BB» (8.4.55) 
由 于 Bs 与 g 无 关 , 有 ; 
1 td y a d 2 
( )Y, BB t )B- (8.4.50) 


由 于 U = C 是 完备 林 , Y. gf WY(U), U(Yr) 的 极 大 元 素 ?~ 一 定 不 属于 8(U). 

户 , = -bm 根据 前 面 (8.4.5) 式 式 中 的 5 的 分 析 , Bi; 的 线 元 就 是 3. 上 的 线 元 . 所 
以 在 (8.4.31) 式 中 Bi 的 5 为 

6 = 地 +. (8.4.57) 


我 们 由 命题 8 中 (8.4.39) 式 知道 , 当 y. 4 WwW(U) 有 


lep: d 4 eal Rm A y Bay 
degrag | —t Bi SS degio A (8.4.908) 
从 而 给 出 i 
. dy 到 、 4 
degis(l —1 )B- < degio 万 (8.4.59) 
3 1 
/ CO 
(1—t)— = 汪 ， (3.4.00) 
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其 中 ，P 和 Q1 是 = {gr} 和 Fr = {hk 几 } 的 多 项 式 ， 注 意 中 ,由 Bi 
中 的 Cabo Es ie -Jaoe 市 i 第 Be) 和 由 它 导 出 的 Op 二 aba|grr= =0 一 
me 2 +ie(kT 十 作坊 ) ) 的 科 拓 组 必 是 Crab 和 CC (5 搓 - 的 单项 式 . 在 Yr ¢ WY(U ) 
时 Bi 涉及 的 线 元 范围 为 6 = 六 . 对 于 完备 林 , 3 上 的 线 元 相对 于 ?> 全 是 了 上 的 
变量 . 因此 在 Wick 转动 之 后 , 由 于 在 构成 P 的 Coso 中 各 个 lowo 的 分 量 以 平方 和 
的 形式 出 现 , 关于 t 的 最 高 虞 次 不 会 消去 . 因此 有 
deg; Cabc =deg,(—(li,) 人 Bi 十 ie(12,o WB; 二 2 
= deg, Cobc， 
类 似 地 , 构成 及 的 C0,, 也 满足 
deg, C 0 =2= deg, Cabo. 


a bs 


动量 1,6o 可 以 是 orz 的 0 次 或 1 次， 从 而 有 


degta Cabo = 2, degio 本 过 
给 出 
degir 已 = degi Pi = degi 局. (8.4.61) 
4 sz Pe Ws 
对 于 泰勒 展开 ,公式 9 | 一 四 车 | 一 0 当 0<m< 4 时 成 立 
1J /9=0 
把 Q1 写成 
Q1 = Ro Ri 二 +… 十 RR,， (8.4.62) 
其 中 , 局) 是 g 的 j 次 齐 次 式 . 
i 
人 全 (1 友和 A | Ro -0 
,0 Pile=0 
在 Wick 转动 后 ， 由 于 在 欧 氏 空间 有 degiy Caba = deges Coe = 2， 所 以 
P= J]I {Cao x (Co))} #0 (8.4.63) 
Loubo ET 
= Ro = 0. (8.4.64) 
当 m 二 1 时 有 
(1 = #9) A _ Ro0 0 Ri 三 六 (8.4.65) 
Bl) BI gq=0 PI la=6 


由 此 , 一 直 可 得 到 RR = 0 ,从 而 有 


Q1 = PIT 十 十 Rs (8.4.66) 
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—> deg: Q1 < degiy@1 — (d+ 1). (8.4.67) 
我 们 得 到 
d 4 
degi,(1—t )B- =deg: Q1 — degi P 
1 
<degiws Q1— degiy Pi—d 
A 


二 d 
=degio(l—t+ )B- —d 


A 
(由 (8.4.59) 式 ) < degi, 二 “= (8.4.63) 
1 


从 (8.4.56) 式 , 由 于 Bo 不 是 g 的 函数 , 得 


4 1 4 
degi(1 —t)Y,, =deg(l1 一 t°) = deg， B; + degi(1 一 t) 二 
2 2 


万 1 已 已 1 


1 A 
= degio 万 十 degi(1 一 的) 


有 A 
< degio 了 十 degio BB- d 


A : 
= degio 证 d= degig Y», —d. (8.4.69) 


命题 10 得 证 . 
由 于 yy€ W(U), 7 又 在 完备 林内 , 因此 , 3 上 的 线 元 都 是 了 .> 的 常量 , 按 定义 
这 些 线 元 的 fr, ,与 t 无 关 , 当 > 的 输入 {gq7} 不 变 时 ， 


aba 
y 了 & - Y 学 
qa” gg 二 > (一 laboc ) > dabo 十 Rabc 
t 


一 DO we 
Labo €7Y Labo EY 


与 t 无 关 . 由 定理 3, 在 y+ 中 


a 
?7 /Ss 》 | 
dabo dabo es kobe kipo kvo 


bo 
Labo EL(S) 


的 正则 分 布 也 与 t 无 关 . 从 而 根据 8.1.1 备忘录 2 中 的 定义 , 5, 不 增加 (1 ta、 
的 t 突 次 . 因此 , 当 y. 4 W(U) 时 , 我 们 有 


dege Sy(1 ~— t)Y, < degio Yy, 一 dr) & —M(Y7). (8.4.70) 


最 后 一 步 是 由 归纳 假设 (8.4.21) 式 . 
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2. yr EW(U) 
这 时 ?> 4 名 (U), 因而 有, = 一 tn". 由 命题 9 (8.4.43) 式 , 有 


degi(—t"Y,) < deg, Y»,. (8.4.71) 


T 


alae 由 于 ye€EY(0), 在 了 = 7Y/m,… ,Yc 上 的 线 元 都 相对 于 y 是 T 上 
的 常量 . 所 以 , 代 换 5 不 增加 多 项 式 -77 的 t 第 次 . 从 而 对 Ye W(U), 有 


deg, 9- (一 tr 人) < degi(—t""Y,) < deg; Y, < —M(Yr). (8.4.72) 


最 后 一 步 是 假定 归纳 法 假设 (8.4.22) 式 对 和; 成 立 . 由 (8.4.70) 式 和 (8.4.72) 
式 , (8.4.51) 式 成 立 . (8.4.52) 式 给 出 : 当 yeEW() 时 有 deg 六 <-M()Y), 即 雹 也 
遵从 (8.4.22) 式 . 

有 两 点 值得 注意 . 

1) 在 以 上 分 析 中 , 我 们 都 假设 泰勒 展开 的 次 数 d(y;) > 0, 在 小 于 0 时 需 做 一 
些 特殊 分 析 , 结果 也 对 . 比如 对 于 8.4.2 第 1 小节 (y. 4 W(U)) 情形 当 d(y;)<0 有 


degi(1 和 1 > deg; Y, < degio nr degtd Y>， d. 


第 二 步 是 由 于 对 于 8.4.2 第 1 小 节 (Yr ¢ WY (U)) 情形 ， 分 母 Bi 中 degio Cabo = 
一 deg; C “apbpr， 而 B» 只 是 t 的 多 项 式 . 
第 三 步 是 因为 -d > 0. 
对 其 余 情 形 , 由 于 t*Y,, = 0, 因而 当 fy, = -tr 时 , 给 出 态 = 0, 这 种 项 对 Rr 
无 页 献 . 
(2) 最 后 , 我 们 考察 初始 条 件 . 当 y; 不 包含 U(Y) 的 其 他 元 素 时 有 (这 时 六 =?r) 
,=D,. 
因而 , 当 jy; 4 YW(UV) 时 , 由 (8.4.20) 式 的 推导 总 有 
degia Yy, < dr) — M(7yr), 人 


(8.4.21) 式 的 初始 归纳 假设 成 立 . 
然而 , 当 ye WI(U) 时 , ,的 t 突 次 为 


deg, Y,, =0 = —M(7Yr), (8.4.74) 


i 


而 不 . 二 _M(wy;)， 所 以 初始 条 件 我 们 只 有 deg, ,< -My 人 (8.4:22) 
式 ， 这 一 点 在 推导 y & W(U) 满足 (8.4.21) ) 式 时 是 没有 问题 的 ( 见 (8.4.46) 
导 )， oe 7 E W(U) 的 推导 就 不 行 了 .7 满足 (8.4.22) 就 有 到 少 有 | 
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Yr EB(U) , 即 y WI(U) 或 者 Ye W(U) 且 满 足 (8.4.22) 式 . 归根 结 底 . 要 求 - 
中 有 相对 于 了 面 是 变量 的 线 元 . 
这 在 T= ?7 时 总 是 正确 的 , 因为 这 时 


MT = dimT > 0， (8.4.75) 
所 以 , 当 Te W(UV)) 时 总 有 
deg: Yr < —MI(T). (8.4.76) 
现在 我 们 推导 Zimmermann 定理 . 我 们 有 
Rr= Y》 (1-tN)Y(V), VU=CeY. (8.4.77) 
U=CE® 


(1) 当 T4WY(U), 则 有 
degra YT < d(T) — MI(T). 
由 命题 10 得 
degi(1 —t )Yr < degsy Yr — d(T) = —M(T) (8.4.78) 


(2) 当 Te W(U), 则 有 
deg, Yr < —MI(T). 


另 一 方面 , 由 于 命题 9 中 (8.4.43) 式 给 出 


degi(—td())YT) < deg Yr < 一 MD)， 


因此 , 也 有 
deg,(1 一 ta) 三 < —MI(T). (8.4.79) 
从 而 证 明了 如 下 定理 . 
定理 : 对 任何 积分 参量 空间 的 超 平面 7, 费 恩 曼 被 积 函 数 的 有 限 部 分 满足 
degi Rr < ~MI(T) = — dimT. (8.4.80) 


这 就 是 Zimmermann 定理 . 
注意 : 当 由 于 重 整 化 点 的 选取 不 同 , 可 能 会 使 某 个 >; 的 抵消 项 Q、 产生 一 个 
改变 AQ,， 
QW”, = AQy, + Q», (8.4.81) 
这 在 所 有 的 以 y; 为 极 大 元 素 的 y 的 二 产生 一 个 改变 
fy Yr, = AQY, + fy Y., 


A)” bp ve 5) 1 AQ,, (8.4.82) 
| 
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从 而 导致 一 切 包含 ?> 的 完备 林 C( 这 样 的 C 可 能 不 止 一 个 ! ) 的 并 (C0) 产生 一 
个 改变 . 如 果 重 整 化 条 件 的 选择 使 AQ,, 在 一 切 包含 y; 的 7 的 后 继 运算 (比如 求 
-t+40)) 中 与 Q@;- 相同 , 就 会 使 (8.3.31) 式 以 及 后 继 的 六 不 变 . 由 于 (8.3.31) 式 Y, 
ee 2 是 线性 依赖 的 . 因此 求 江 (C) 相应 于 AQ@- 的 依赖 关系 只 需 把 它 当做 
- 来 处 理 就 可 以 了 . De 有 关系 的 只 是 方 -号 - 的 寡 次 或 者 tq 
ee 
(1) 当中 Yi(D), 我 们 有 deg, AQ;, = dr 2 当 AQ, 在 大 空间 的 相应 积 
有 限时 , 必须 要 有 : 0 T. deg, AQ < 一 M1(%;), 除非 M(y;) = 0. 因此 满足 


degt AQ < d(Yy7) — M(Y7). (8.4.83) 
由 于 (8.4.41) 式 上 面 一 段 所 说 的 理由 . 5, 不 增加 AQ 的 tq 寡 次 ， 
degss $AQy, < dr) — M(yr), (8.4.84) 
因此 . 相当 于 (8.4.26) 式 的 式 子 成 立 . 我 们 可 以 导出 . 当 ~y 4W(U) 时 , 有 
degis AYy & d(y) 一 MO) (8.4.85) 


当 EW(U), 当 AQ,, 在 大 空间 的 相应 积分 有 限时 , 必须 有 deg, AQ,. < 
一 7 , € W(U). U 是 完备 林 , 因此 了 = yy/8i1,:… ,Ye 上 的 线 元 都 是 常 
量 ， ns 


[BD 


deg, S$,AQ,, = deg, AQ,. < —M(y;), (8.4.86) 
符合 (8.4.51) 式 的 要 求 . 由 (8.4.82) 式 得 到 


deg, AYs =O+ 》_deg, SAQ < — > M(yr)=—M(5) MI!() —M!(Y), 


版 后 一 步 是 由 于 (8.4.13) 因此 不 管 y 是 否 属 于 WwW(U)， 部 可 以 完成 归纳 法 网 失 
导 . 我 们 还 需 考虑 下 M(y:)=0 的 情形 这 时 由 AQ, 在 太空 间 可 积 不 能 给 出 
deg, AQ, < -AM i deg, AQ,。 = 二 一 AM(y;). 正如 前 面 关于 初始 条 件 的 分 析 
- 样 ， I ! 需 考虑 %; 在 U = C 中 的 上 级 正 es WY(U) 的 元 素 的 情形 . 
; 的 上 级 元 素 全 属于 WY (DU) 的 时 候 , AYi(C) 就 与 了 平面 的 参量 1 无 关 ， 
此 RN ` 是 1 的 函数 . 不 存在 了 平面 的 发 ; 昕 . 
总 而 言 之 , 只 要 AQ, 的 在 大 空间 的 相应 积分 值 有 限 , 就 可 以 你 证 产生 的 ARr 


符合 Ziimmermann 定理 的 要 求 . 


a PT ET， 
全 这 是 因为 AQ 三 CD 的 站 肾 次 应 该 相同 , 而 ao CN gq 邦 次 为 df37)， 
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附录 8.4A ”泰勒 展开 余 项 的 泰勒 展开 系数 
当 1< 4d 时, 有 


0 0 ad 
5 Bq; (1—1 )f (gq)la=0 
0 0 O O 
= = 1 "7 
Ogii Ogi, {a Ogi ngd ! jn 
0 0 
djn 人 Ha] 上 
0 0 0 0 1 
Bg, 人 Bg/ Dla=o = 5 A Bar i 2 dji 
0 0 
i (Bo) (8.4A.1) 
由 于 
oe 2 gi On = (8.4A.2) 
Ogi, Bs 二 yp 1 Na gi ?1 
对 于 一 切 与 gq 无 关 的 , 对 万 … 九 对 称 的 系数 Cj) 成 立 趾 . 所 以 , 当 1 入 d 时 
O O 4)f 
Do 到 Og;, 二 一 (1 一 万 ) 天 (9)|,=o -一 0. (8.4A.3) 


8.5 ”Wick 转动 与 Rr 的 收敛 


Zimmermann 定理 证 明 , 对 于 空间 的 任何 子平 面 7, Rr 的 了 寡 次 总 是 小 卫 
(一 ) 工 平面 维 数 . 
这 基于 一 个 假设 : 当 线 元 Ls 是 TT 面 上 的 变量 时 , 有 


degil3 = degi(!3, ~ 192) = 2. (8.5.1) 
Q 证 明 : 不 失 一 般 性 , 令 qi, .… qi, = gli gq .…g tS 三 4 (8.4A.2) 式 左 边 为 4 = (: La 
i=1 Ogq1 


( 忆 ) 971 “giC Aj1 而 2 7 1C7i "Cn 中 有 效 的 项 为 好 gl11g22 git 


Ji 1 


的 项 之 和 , 一 共有 Ta 项 ， 这 个 数目 就 是 在 【个 室 格 中 放 上 1 个 gi.…; 及 个 gx 的 不 同方 式 的 数 11 
mi AT a\l 

由 于 Oj,.…j， 对 指标 对 称 , 因此 这 些 项 都 相同 . 因此 有 4 = ( 况 ) i (过 ) i 二 
Ogqi Oqk 攻克 ! 


lx Y 
qk CI11.22 必 jp = UOT...22..k... = Ciiia 
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作为 相对 于 ? 是 7 平面 上 的 变量 的 16(8 = abo), 它 的 定义 是 成 ,中 至 少 有 
-个 j, 是 工 = {4} 的 一 次 式 ， 我 们 在 计算 上 第 次 时 ， 总 是 对 这 样 的 线 先 Lg, 认为 

3 兰 Ce 各 芒 二 (0 六 - 粹 :ge 的 蜂 次 为 2 这 在 欧 氏 空间 的 实 了 面 上 是 
但 在 闵 氏 空间 , (10)2 中 的 妇 项 可 能 与 朋 中 刀 项 相 消 导致 (8.5.1) 式 不 
正确 而 使 Rr 分 母 中 的 实际 t 窜 次 降低 . 

因此 , 在 闵 氏 空间 , 对 于 一 般 的 实 参 量 上 的 了 面 , 计算 得 到 的 Rr 的 t 寡 次 
( 称 为 表 观 t 窜 次 ) 可 以 小 于 实际 的 t 窜 次 . 不 符合 应 用 Weinberg 定理 的 前 提 . 为 
了 得 到 关于 Rr 收敛 的 结果 , 我 们 还 须 进行 Wick 转动 . Wick 转动 的 关键 是 要 将 全 
而 的 t 参量 的 实质 部 分 的 0 分 量 取 成 纯 虚 . 

首先 ， Zimmermann 将 场 论 公 式 中 费 恩 曼 传 播 子 分 母 中 的 CB8 = W012 = pie 
改 为 Ca = 192 一 19? 一 / 吉 十 ie(13? 十 13) 并 且 建 立 |Cs| 与 |Css| = | 人 8? + 382 二 
中 +ic(152 + 12)| 之 间 的 比值 估计 . 从 而 证 明了 当 e 有 限时 ， Rr 的 积分 绝对 收 
敛 ， 因 此 . 在 费 恩 曼 参 数 化 下 , 对 费 恩 曼 参 数 的 积分 和 对 有 空间 的 积分 可 以 交换 ， 
Zimmermann 用 正 交 变换 将 分 母 标准 化 , 给 出 来 原来 费 恩 曼 积分 ， 证 明 当 e 一 0+ 时 
极限 存在 , 即 Rr 积分 收敛 . 以 下 是 具体 推导 . 


我 们 有 
Lh Ga = abo (8.5.2) 
LR = O74, (8.5.3) 
gir =dY, gr, (8.5.4) 


其 中 ，k 是 Rr 的 积分 参量 ( 见 第 8.1 节 , (8.1.26) 式 、(8.1.27) 式 )， 
jd2s 与 人 无关 , 而 且 是 实数 . (8.5.5) 
费 恩 曼 积 分 的 有 限 部 分 为 (由 六 的 构成 推导 出 ) 


Rr = BB (8.5.6) 
费 恩 曼 积分 为 i 
Fr = lim, . I[[ Rr = lim Jr(o). (8.5.7) 
有 
在 Rr 中 4= 多 (ql 局 ) 是 多 项 式 , 其 中 
识 二 J (8.5.8) 


(8.5.9) 
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2P2 = | 1 (8.5.10) 

Ta 

N02 TY? 2 ,2 

Cas (Lao ) = Ee 一 Ha * WE (8.5.1 ] ) 

120 三 人 2 

我 们 按 Zimmermann, 令 

a = 72 2 一 iy 2 2 i 
Ga = ce( a 让 Wa) el, el l Qo + Wa) (8.5.12) 


注意 : 这 个 形式 比 原来 费 恩 曼 传播 中 要 求 的 形式 更 为 苛刻 , 但 只 有 这 样 , 才能 在 下 
文中 证 明 积分 收敛 . 然后 将 分 母 Bi B。 写成 


nn 


BiB» = || Cs: (8.5.13) 


B=1 


在 (8.5.13) 式 中 , 9 遍及 Bi 的 a 和 Bi 中 C6, 的 C(y.a) 第 次 ,比如 Coo (GCapo0)?= 
C1C203. 


由 费 恩 曼 参数 化 得 


8 


1 a 1 Ee 
了 记 (n— vf ao :dand 5 ap 一 | 1 (8.5.14) 
8 


这 里 由 于 5 函数 , a 实际 的 积分 空间 > (a) 是 n 一 1 维 . 我 们 把 


6 el 
写成 
/yo) 
1 攻 
在 费 恩 曼 积分 中 令 Tl;， 3 = dk, 就 可 以 把 无 写成 


Jr(e) 三 /wa = /ak 一 1 二)! /ua 一 一 一 (8.5.10) 
8 (Dyascs) 
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我 们 可 以 证 明 (附录 8.5A) 


Daally + 1 +13 tic(la? + 13)) 
B 


2 一 二 
>》 aall® 一 1 一 / 妨 士 ie(182 十 1)) 


3 
这， Q3C8 

B 让 Vl++e2++l1 
>》, OQ 3C3 € 


3B 


川 


三 ge)， 


因此 , 可 以 在 欧 氏 空间 考虑 Rr 的 绝对 收敛 问题 . 在 欧 氏 空间 , 由 于 Cs 中 的 各 
个 平方 项 不 会 相 消 , 所 以 Zimmermann 定理 关于 Rr 对 了 的 寡 次 估算 就 是 Rr 的 
真实 t 窜 次 估 值 . 由 Weinberg 定理 . 下 述 大 空间 积分 绝对 收敛: 


co > fax (8.5.18) 


其 中 , Rr(e) 是 将 Rr(e) 的 分 母 中 的 Cs 改 为 Cs 得 到 的 表达 式 (分 子 不 变 ). 因此 有 


| 14| / 14| 
co > | dk -一 一 /dk 一 1 dQ 一 一 一 一 一 一 . 
/ [JiaGal . J |(jaasCe)"| 


由 (8.5.17) 式 看 出 (8.5.16) 式 对 大 和 a 的 积分 绝对 收敛 , 因此 可 以 交换 积分 顺序 
得 到 


A 
让 (== 地 | 8 | 人 (8.5.19) 
r(é) = (7n ) da ( (aso 


我 们 可 以 证 明 . 在 一 般 情况 下 (除去 一 个 在 a 的 n 一 1 维 空间 半 中 的 测度 为 任意 
小 范围 m(a) 以 外 ) 可 以 将 大 空间 适当 取 基 底 而 把 》 asCs 正 交 化 (附录 8.5B): 
3B 


站， QaCg = ke? + 和 (8.5.20) 
| 
其 中 , C = Foa)- (1-ioF(ga)-(1-ig 》 ap109. 在 oi(a) 以 外 ， 我 们 令 
es 
: i A 加 
JU = (Nn — 1)! | oe fu - 和 7， (8.5.21) 
(oilfa) ( 开 吕 十 ie 》 有 +1) 


其 中 ,Jacobi 行列 式 
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在 oi(a) 外 不 为 0. 令 


== A 
B= 人 呈 帮 一 一 一 一 一 一 一 (8.5.22) 
人 人 
(D+ieD+c) 


得 到 


J = | da B. (8.5.23) 
D(a)\ai(a) 


我 们 把 分 子 4 写成 ( 略 去 及 上 的 ^ 符号 ) 


A(kga) = 2 I [lz, 站 "| TwinpssamafGG) 机 hi 的 奇 次 项 ， (8.5.24) 


ZI10…Zm3 Li=0 4=0 
B 变 为 

， Byio:vma Tyio.vms (90), (8.5.25) 

V1i0 Vm3 

1)1 2 V0 . . . (2 Lm3 
DW 号 站 让 (8.5.26) 
人 
(3 tie D+) 


( 任 一 ki 的 项 次 为 奇数 时 , B 的 展开 系数 为 0) 我 们 可 以 把 对 的 积分 积 出 来 , 注 
意 分 母 为 五 "， 


BD 拘 一 Dtie Di) Dag + Plaoo) — (1 ~ iO) F(ao) 
j=1 j=1 j=1 B=1 
m™m ™m 
= 》 -Lie) ki 十 ee! + F(goQ)— (1 —ie)F(ga) 
j=1 7 B=1 
三 》 io +a. (8.5.27) 
j=1 


其 中 , 当 |q| 充分 小 时 , a 的 相 角 = arg( 一 1 十 ie) 约 等 于 x, 但 小 于 x. 由 欧 氏 空间 的 
旋转 对 称 性 , 对 D 维 空间 坐标 x 的 收敛 积分 


apaycoa 四 TH2n 


其 中 , zr 为 z 的 分量, =1,.… ,4, 可 以 令 
r(D/2) 
2°T(n + D/2) 


rH! 六 TH2n j gH1H2 a 


nn se Me (8.5.28) 
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代入 积分 得 到 结果 (附录 8.5D). 

我 们 取 工 平面 为 ho.…kmo 空间 ( 超 平面 ). 由 于 只 取 居 的 零 分 量 , 不 存在 分 母 
中 Cs 中 大 的 零 分 量 与 其 他 三 个 分 量 中 上 的 二 次 过 可 能 相 消 的 问题 . 由 Zimmermann 
定理 ,A 对 t 的 过 次 即 对 ko 的 窜 次 va 一 定 小 于 2n 一 m, 其 中 2n 是 lls Ca 的 t 客 
次 . 这 是 因为 (8.5.6) 式 的 分 母 的 了 寡 次 为 2n, 而 了 平面 的 维 数 为 m. 当 T]j as #0 
时 . 2n 也 就 是 > asCo)n 的 t 窜 次 . 令 IIsase =0 的 区 域 为 cz(a). 


B 

现在 分 析 对 B,,.…,,。 的 积分 ， 由 于 (8.5.22) 式 中 的 分 子 4 是 多 项 式 , 它 各 项 
的 寺 过 次 也 应 该 不 大 于 4 的 上 祖 次 , 所 以 有 的 上 的 寡 次 一 定 小 于 零 , 也 就 
是 分 子 kjo 的 总 寡 次 (lo = 》 2wjo) 加 上 积分 的 寡 次 mm 等 于 2v0 十 mm 一 定 小 于 2n. 

j=1 

我 们 就 可 以 先 完成 对 有 io.…. kno 的 积分 , 然后 再 进行 对 让 空间, 即 局 的 积分 . 对 
io 的 积分 可 以 认为 是 在 3m 维 欧 氏 空间 进行 的 . 由 于 (8.5.27) 式 中 a 的 相 角 接近 
但 小 于 x, 对 于 kjo 的 积分 可 用 附录 8.5D 中 (8.5D.31) 式 给 出 结果 : 


a1 (nC— 人 于 一 V0) (nl1)! 1 
二 mL 二 室 二 Wo} (n ) — [vio] ms [wmol] 


i 


L(n) D(a) 2% 
CA 2 WI 人 Um3 
党 fa m (Ci) Wma) n 一 于 一 V0 
二 2 
| -(1 -ia(>》 + ans+F(aa))+ Fwoa 
2 二 B=¥ 
三 @ ni(l1—e’)(n =V6) x nm™/2 St [vmol 
< 六 kz2 WY k2 » ) m3 
x fo 一 ( 11) ( m3) 


7 有 一 全 一 "0 
BB 1 十 aa1 人 3 十 已 (da) 一 (1 一 i F(a)| 
二] B=1 
(8.5.29) 


当 jgq| 充分 小 时 ,分 母 的 相 角 趋 近 于 零 , 用 (8.5D.30) 式 进行 对 大 的 积分 给 出 ( 略 
去 ec/) 
wlln— wo) 1 
By .bs = 人 ) = l 六 0) ms io] 二 小 二 [wmo] 
3m/2 IT(n—-2m—wv) 1 


(7 有 安 Z0 ) 27 一 "0 


[四 天 关 丽 二 mr 
™ (i 2m=i 


on-2m—v—1)l1 | 
= (=1)-mnimn2m 元 [io [wmn3] x 2 
< 1 


D(a) 


(8.5.30) 


其 中 , (8.5.29) 式 第 二 个 等 式 要 求 


Re be 村 > GD/ 二 F(an) _ (1 ic) oj| > (), (8.5.31) 
1 一 | 
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第 三 个 等 号 要 求 ReOl > 0, 其 中 


Ci=-(1-iorC=>》 aay+F(ga)— (1-ic) !F(ga) >0. (8.5.321 
8B 
在 (8.5.29) 式 与 (8.5.30) 式 中 定义 了 
n 3 
vv 二 » UVB, 


B=1 4k=0 
Z0 一 U30; 
交 三 1 
a :RN 
[ole (8.5.33) 


注意 : 如 果 在 C 中 让 F(goa) 变 为 Fliqgga) = -Fl(qsa)(F 是 g 的 二 次 式 ). 
Bio.…ms 的 表达 式 正好 是 将 (8.5.26) 式 中 所 有 闵 氏 空间 零 分 量变 为 ix 欧 氏 空间 第 
四 分 量 的 结果 . 我 们 也 称 之 为 Wick 转动 . 到 现在 为 止 , 我 们 确定 在 {a3} € (ol 
al(Q)Uoo(a') 的 区 域 Bio.…ws(Q) 可 以 用 (8.5.30) 式 表 达 . 在 (8.5.25) 式 中 mv 
是 {qa} 的 多 项 式 (这 可 以 从 (8.5.24) 式 看 出 ), 它 对 a 的 依赖 关系 比较 复杂 . 我 们 
把 (8.5.25) 式 通 分 , 并 收集 通 分 后 分 子 中 qa 的 相同 单项 式 , 就 可 以 把 B(qnae) 写 
成 


Blquae)= >， Ns (ja) Uo nd (8.5.3.1) 
10' Znmn3;Z C1 
我 们 得 到 如 下 的 对 a 绝对 收敛 的 积分 
Jr(e)= lim 上 daBl(guae) = 人 daBl(guae) 

cl,52 一 0 > Noli(a) U caz(a) 2 
和 Cn qn i 
da No La 8.5.35) 
-人 可 AQ "V3 (1 ar Cn 一 2m(guae) \ J 


第 二 个 等 号 是 因为 oi (a) Usa(a) 的 积分 区 可 以 任意 小 Ws 分 为 绝对 收敛 ， 川 
于 当 4 充分 小 的 时 候 , 对 任何 ae (al) 有 |C1| > Ms > 0( 当 所 有 yi3 关 0). 这 是 国 
为 下 是 g 的 二 次 式 , 所 以 B(gnae) 的 绝对 可 积 等 价 于 

Tqne) = fu 2 NM. ns (HO) qd :qu (8.5.30) 


210… 3 


的 绝对 可 积 . 由 于 被 积 函数 是 g 的 多 项 式 , 可 以 证 明 (附录 8.5C) 这 又 等 价 于 各 个 


ea 3 SN i 
a a ey /aa waste (8.5.37) 


附录 8.5A Ca 和 C 的 绝对 值 之 比 . 309 . 


的 绝对 可 积 . 因此 . 我 们 可 以 交换 在 (8.5.35) 式 中 的 积分 与 求 和 次 序 , 得 知 


IT(gn) = Jr(e) 


5 (w) eg tn 
= dBRN na3 (HQ i 8.5.38 
Wr | V10**V a ) lim Cr 2m (guae) ( ) 


存在 , 是 有 限 的 . 

注意 (8.5.30) 式 等 价 于 将 一 切 (8.5.26) 式 中 的 零 分 量 的 量 jo, dkjo, go,… 都 改 
变 ji dikja. iqa, 我 们 也 称 之 为 进行 Wick 转动 , 然后 在 欧 氏 空间 积分 的 结果 . 
为 dmko 一 idmky, 给 出 因子 i 刻 , 一 一 不 空 给 出 因子 (一 1)"*, I];(k%)% = 
(--1)”% 了 Tl;*% 给 出 因子 (-1%”， 合 起 来 正好 是 因子 (1)"-”%im. 所 以 ,如果 让 
(3.5.25) 式 中 的 go 也 改变 为 igs, 则 元 就 等 于 把 所 有 闵 氏 空间 的 零 分 量 作 Wick 
转动 变 为 欧 氏 空间 之 后 在 欧 氏 空间 对 积分 的 结果 . 闵 氏 空间 的 结果 可 由 对 欧 氏 
空间 和 输入 做 解析 延 拓 得 到 , 欧 氏 空间 积分 的 绝对 收敛 由 Zimmermann 定理 的 建立 
过 程 可 以 得 到 , 只 是 要 求 启 空间 的 零 分 量 取 纯 虚数 (仍然 是 四 个 实 参量 )， 

定理 8 当 取 Zimmermann e 参数 化 后 ， Rr(e) 的 积分 收敛 . 当 ea 一 0+ 有 
极限 , 且 此 极限 等 于 Rr(E)|.o 在 欧 氏 空间 的 积分 (至 少 在 |gs| 充分 小 时 ) 的 解析 
延 拓 . 


附录 8.5A ”OC, 和 C 的 绝对 值 之 比 


今 x 之 0, 并 定义 


2 


十 1 土 ie 
:| 

X2 十 2X 十 1 十 6 
好 一 2X 二 1 十 人， 


得 到 


dz (2X 十 2)(x2 一 2Xx 十 1+e2) 一 (2X 一 2)(X2 十 2X 十 1 十 6 ) 
dx (X2 一 2X 十 1 十 ec2)2 

1( 一 X 十 1 十 62) 
(一 2 光 夺 1 站 2j2 


因此 有 
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dx 
dz 
二 0， x 二 Vl+e; 
dx 
去 <0 x>VvVl+i+e. 


由 此 可 见 , z 有 极 大 值 在 x = V1+@ 处 : 
WE A AE 


vite i Wt E2 
由 此 可 以 推出 
X 十 1 十 ie 本 V1 十 e2 十 1 
X 一 1 二 iel 、 € : 
最 后 我 们 得 到 


2 ,Bollo” + le + po tie(lo + pa)) 
a | Vi+e@+l 、 
六 机 人 Ne 一 Ha 士 ie(lu + 4)) € 


附录 8.5B ” 正 交 化 手续 


1. 正 交 化 的 手续 如 下 


令 与 Ca 相关 的 15 为 1= aigki 十 qe, 其 中 i=1,…,m,B 一 1,…,n.g3 是 输 
入 {ga} 的 线性 县 加 . 
定义 A,, = 》 apl3, kh = 0,1,2,3. 以 下 推导 我 们 略 去 jy 指标 , 由 (8.5.5) 式 . 


B 
系数 aig 为 与 4 无关 的 实数 . 因此 , 4 可 以 写成 


A= 人 Qa (Qai8ajB kik; + 2ai3kiq98 十 q3) 0 (8.5B.1) 
B 
对 于 大 是 实 对 称 非 负 定 的 . 4 的 极 值 点 满足 
O4 
Us Daa(2aigajak; + 2ai99a). (8.5B.2) 


B 


定义 Mij = 》_apaipajg, pi = 》 qigqa, 极 值 点 方程 为 


及 B 


Mij(o)K; = pi(a). (8.5B.3) 
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方程 的 根 为 
人 0 det Ad 
' det M i 


其 中 .AM 是 将 M 中 第 i 列 和 矩阵 元 换 成 pb 的 各 分 量 得 到 的 矩阵 . 代入 4 的 表达 式 ， 
得 到 其 极 值 为 


.40 = F(qa) = aa(aipajek? k? 证 2aiak! gg 十 q3). (8.5B.5) 


是 ai 的 有 理 式 . 是 v 的 二 次 式 . 
一 般 地 . 4 为 


A(k, gq,0) = Mi(o)k’k! + Flgo) =R ME + Fl(qa), (8.5B.6) 


其 中 , 有 = 一 k0. 当 g 为 0 时 一 定 有 A > 0, 因此 M 的 本 征 值 大 于 或 等 于 0. 另 
方面 . M 是 实 对 称 和 矩阵 . 因而 是 实 的 厄 米 矩阵 , 所 以 它 的 本 征 矢量 可 以 用 实 的 正 
交 归 一 的 矢量 , 并 形成 完备 集合 . 令 其 为 ,1 = 1,… ,m. 它们 满足 


Mijwi = 二 入 wi; 即 Mw = 和 wi, 此 式 对 1 不 求 和 (8.5B.7) 


以 及 
Wirbij = ON: (8.5B.8) 


令 矩 阵 w 的 矩阵 元 为 Wit, 有 wiw = ww! = 了 我 们 得 到 
Wi = Wi = it\, (8.5B.9) 
对 1 不 求 和 . 所 以 作为 矩阵 wtMw = A 是 以 入 为 对 角 元 的 对 角 和 矩阵 , 得 到 


一 上 下 一 
A, = 上 Mk 十 天 (gral) 
+t 
四 中 wt Mw kh’, 村 Fl(qna) 
2 - > 
= (kp)A(W hk’,) + F(qua) 


mi 


二 > 加 + PF (go), 
j=1 


3.5B.10 
kj = 上 (8.5B.10) 


/1 
4 


>》 apC yh [ F DD | Ff (8.5B.11) 
j=1 


{ 
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再 令 VD = 必 , 就 得 到 


A= 1 + F(gqa), (8.5B.13) 


7 二 | 
当 所 有 的 =0 时 有 如 = 3,4= 2 00 < 的 
由 4 > A? = f(ga) 推断 


2 1 > Flga)l| (3.5B.11) 


因此 , 当 所 有 的 je > 0 且 》 1a3| 充分 小 时 , C = (-1+iO[D aa 二 ECa)- 
(1 一 ie)- 了 (qoQ)] 的 绝对 值 |C| > Ms > 0, 这 个 关系 在 gs 取 复数 范围 时 也 对 

2. 关于 解析 性 

我 们 知道 当 》 lqal? < Ms 时 在 》 (a) 内 |C| > Mz > 0, M2 与 a 无 关 . 由 此 
可 以 证 明 当 las < Mi 时 (一 切 及 函数 


a mn = fpr): C= C(a0e), (8.5B.15) 
作为 某 一 个 ga, 的 解析 函数 f 有 如 下 性 质 . 我 们 可 以 找到 与 a 无 关 的 < 使 


f(gq+60)— f(gq) 
6 


且 当 6 一 0 时 < 一 0. 我 们 由 附录 8.5C 可 以 证 明 


— f(gq)= vw(60), lw(6a)| <&, (8.5B.10) 


| daN\)..,, (nua) (8.5B.17) 
v 2 
绝对 可 积 . 考虑 下 式 当 5 一 0 时 的 行为 

] 这 放 y 

it da Nema ha)e f(gq+56)— 人 doNewwata)e 7 


| daNa tn) TD + 上 daN()., (ua)e’ wp(6a). (8.5B.18N) 
(a) von) 


附录 8.5C 多 项 式 系数 的 绝对 收敛 性 质 -313 . 


由 于 


/ 4 C“ (9) V1t [7 ER 1 O 
1(0) = 2m — n) cam 0 + Oram Bo (dn) (8.5B.19) 


在 》 (a) 中 有 界 , 又 因 Ns(pa) 绝对 可 积 , 所 以 (8.5B.18) 式 右边 第 一 项 绝对 可 

积 右边 第 二 项 当 5 一 0 时 也 趋 于 零 . 因此 作为 o 的 函数 人 daNl).,,s (no)e 
2 (a) 

flg) 是 q 的 解析 函数 , 因为 (8.5B.18) 式 当 5 _，0 时 有 极限 


附录 8.5C ”多 项 式 系 数 的 绝对 收敛 性 质 
为 了 分 析 多 项 式 


> Ni (OTN TT = P(A, 1) (8.5C.1) 


对 a 的 积分 绝对 收敛 


co > | daF l(a, 2), 
J 


对 一 切 x 都 成 立时 , Ni (a) 对 a 积分 的 绝对 收敛 问题 ， 我 们 先 考虑 只 有 一 个 变 
元 z 的 情形 . 当 (8.5C.1) 式 绝对 收敛 , 且 当 C 与 a 无 关 时 ， 


F's= )》 OFlo,x!) (8.5C.2) 
J 
(其 中 ,x7 = 二 zx 十 01,0) 可 以 是 z 的 多 项 式 ) 也 是 绝对 收敛 的 . 因为 


1》 CisF(a, wi)| < 2 CliF (a, 2’), (8.5C.3) 
J 2 


而 F(a,z) 对 a 绝对 可 积 就 意味 着 F(a, zi) 也 是 如 此 . 


(中) 令 Af(z)= f(r+]) 一 f(z), 则 A(f+g)= 人 f+Ag, 我 们 有 


AmTzr7 二 0， 当 m>n 时 成 立 ， (8.5C.4) 
An 一 ml 当 郊 >] 时 成 并 . 
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证 明 : 当 = 0,1 时 上 式 成 立 , 如 果 当 n= m 时 (8.5C.4) 式 成 立 , 考虑 
A™Ttig= A™(Ag) A(A™yg), 
人 TI 三 人 Am = Aml! =0, 
A™T+lrmt+l1 < A™ [A(zz™ )] 
= A™[(z++1)(r+1)™"— rr"™]| 
A + (m+1)zr"™ 本 。 a | 
过 Am[(m 十 1)z™ nt Dn, 772 一 Ee …] 
三 (人 十 1)A7z 二 0=(m 十 1 三 (7 十 1)!. 
因此 , 当 n=m 二 1 时 (8.5C.4) 式 也 成 立 . 男 
(2) 令 所 (7z) = anz"+an_iz"™!+.…, 有 Arf = nlan, Anfnle) 二 anz"”, 因 此 
当 及 (zx) 对 a 的 积分 绝对 收敛 时 awz” 也 如 此 , 因为 A" 了 及 其 线 性 组 合 是 (8.5C.2) 
式 的 形式 . 由 访 (: 2)— An 站 (二 } = gj To Ls ., 我们 可 以 由 此 得 到 fn(Zz) 的 各 
项 ， ee a 的 积分 绝对 收敛 , 即 a,,a,-_1,… 都 对 a 的 积分 绝对 
收敛 . 
(3) 因此 , 当 a,,an-1,… 是 y 的 多 项 式 时 , 这 些 多 项 式 各 项 系数 也 对 a 的 积 
分 绝对 收敛. 
(4) 因此 , 当 f 是 xz1,7x2,… ,zk 的 多 项 式 时 , 各 项 系数 对 a 的 积分 也 绝对 收敛 . 


附录 8.5D 一些 公式 的 推导 
(1) 关于 ?> 和 矩阵 乘积 的 求 迹 公式 
tr{Y1Yn2 en Yu2N} 圭 届 Dp» (1 lI Qpips? (8.5D.1) 
p 配对 
求 和 遍及 所 有 的 1… jw 的 不 同 配对 方式 . 为 避免 在 排列 p 中 有 重复 的 配对 方式 . 
对 排列 作 如 下 规定 : 对 1,… ,2N 的 排列 pi,po,… ,pon, 要 求 Di < Da ps < Pa 


而 且 pi < pa < ps <… < pzN-1. 然后 将 jwpi 与 jwp2z 配对 , jww3 与 1 配对 ,.…………… 
这 样 , 上 述 每 一 种 符合 要 求 的 排列 就 给 出 所 有 不 同 的 配对 方式 , 它们 的 总 数 为 


(2NJUNID = 1.9.5... (2N 1 三 人 NI 三 [NT 


(8.5D.1) 式 中 的 (-1)? 是 相关 排列 的 宇 称 : 奇 排列 为 -1, 偶 排 列 为 十 1 
我 们 有 


tr{7u7v} 一 49ghiv， 
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由 于 对 (1..… .2N) = (12) 只 有 一 种 排列 方式 符合 要 求 . 因此 当 N = 1 时 , 公式 
(8.5D.1) 是 正确 的 . 假设 当 N < M 一 1 时 公式 (8.5D.1) 正确 , 考虑 N = M 的 情形 . 
我 们 有 
tr {yi Ys pa } 
=tr{ (Ya ?na + Npz Yn ) Ys 9 Yanr} tr{7oa Ta Yuaw 
=2gaytr{ is am } try Yna Nuam 上 (8.5D.2) 


我 们 接着 用 同样 的 方法 把 ?yo 在 一 tr{YwsYwYns*…3Ynzwm}》 中 向 后 挪动 , 一 直 挪 到 
V2Al 之 局 ; 给 


tr{ ym Ya 7 Ya } =2g9p1pa ttl Yes "pam = 29pipatr {Yna Yn aa } 
Dr ia Wi {pes Yea Yss jh oi} 人 
十 ipa ng tr{ "yr pa } 


和 Ws “Npam Yh1 小 (8.5D.3) 


由 于 最 后 项 = “Ya 遇 所 以 得 到 


ye 了 pa Tuawr } = at pis Ya } i Wa pa tr {Yi Maa yon 
十 guynatr{ Ya Ys Vhs” so} — :TT Qipsm tr{Tuas | }: 
(8.5D.4) 


按照 前 面 选 取 bp 的 规则 , pi 一 定 等 于 1, 因为 它 比 一 切 其 余 p2,p3,… 都 小 . 另 一 方 
面 . pz 可 以 等 于 2,3,… ,2M 的 任 一 数 . 余下 的 2M - 2 个 数字 按 前 面 的 规则 给 出 
2M 2 个 数字 的 所 有 配对 方式 . 因此 , 如 果 2N = 2M 一 2 时 , (8.5D.1) 式 正确 , 则 
当 2N = 2M 时 也 正确 . 
理由 如 下 : ee .5D.1) ee gu 为 系数 的 项 fm, 这 一 项 对 应 
的 排列 要 求 p(1) = 1,p(2) = 1. 余下 的 p(3)…p(2M) 分 别 为 2,3,4,… 人 一 二 /二 
..91M 中 的 - 让 的 ( 即 p(3) < ee < p22M — 1),p(3) < pp < 
16) ,5(2M 一 1) < p(2M)) 排列 . 我 们 把 这 将 1 … ,2N 排 成 Lo ,Pp(2N) 的 
排列 分 为 三 步 : 四 交换 2 和 1 变 为 (1,14,3,… ,1 一 1,2,1 十 1,… ,2N); @ 将 2 从 第 
/ 个 位 置换 到 第 3 个 位 置 变 为 (1,1,2,3,… ,一 1 ,2N); 0 交 后 而 2M —2 
个 数字 即 2.3.4. ,4111 ,2M 换 到 (3),… ,Pp(2M) 的 位 置 ， 因 此 , 总 的 
字 称 为 (-1)? = ee (DD). (1)m, 其 中 (-DPm = -1(-Dm = (-]D 而 
(一 1)”3 正 是 把 2,3,: 1 1 寺 1... ,2M 换 到 p(3),… ,p(2M) 时 的 宇 称 . 当 ! 人 确 
定时 取 ps 的 各 种 合 ee 再 将 (1)” 乘 以 相应 的 gw …… 再 求 和 ， 由 归 
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纳 假设 ， 正好 得 到 tr{Ypz Yns pm hari Yiom }; 因此 以 up 为 系数 的 项 等 于 
p(1) = 1,p(2) = 7 的 2M 个 数字 的 合格 排列 的 对 应 各 项 之 和 . 


四 一 上 

fuin = —4gjip (一 > gp ,ay pa) pps(2M— 1) Hpa(2M) 
l KH2 aH3 Kiayllt1 H2A1 
= yy 


这 些 项 之 和 给 出 (8.5D.4) 式 右边 . 由 于 该 式 右 边 = 左 边 = tr{7 和 YA 一 (8.5D.1 
式 左边 , 所 以 当 N = M 时 (8.5D.1) 式 也 正确 . 
对 奇数 个 7 矩阵 , 可 以 用 -7 = 75yu(375)-: 来 处 理 ， 


tr{y 92N_1} =tr{ysm YN 175 !} 


I 


=tr{Y1 pp ‘Yq2N_1}(— 1 一 tr{ 7 72N_1} 一世 (8.8D.2) 


(2) 对 于 欧 氏 空间 的 收敛 积分 


[= Ei za Eh (8.5D.6) 

可 以 用 代 换 
Hi .TH2! 一 人 2)! = (3) H1H2 . H21—1H21 {7.2 8.5D .7) 
人 了 人 ITB FD 2 “0g (mE) (8.5 | 


进行 . 这 里 求 和 号 遍及 21 个 指标 J … /ia 的 不 同 配 对 方式 . 我 们 在 以 下 证 明 这 个 
式 子 (奇数 个 zr 乘积 , 积分 为 0). 
全 首先 令 》 ”9Ha1a .9gHU2L-1H21 一 44. 在 欧 氏 空间 . 当 1 一 … = a 时 . 有 


攻守 (8.5D.S) 


这 是 因为 对 欧 氏 空间 g** = 54. 因此 4 等 于 21 个 数字 的 不 同 配 对 方式 数 . 设想 21 
个 空格 , 第 1 格 与 第 2 格 配对 , 第 3 格 与 第 4 格 配 对 , …, 第 21 一 1 格 与 第 21 格 配 
对 , 当 21 个 数字 的 配对 方式 确定 之 后 , 仍然 有 1! x 2! 种 方式 可 以 填 入 这 21 个 格子 . 
形成 不 同 的 数字 排列 . 因为 各 对 之 间 可 以 交换 , 每 对 两 个 数字 还 可 以 交换 , 而 总 的 
排列 方式 数 为 24, 因此 4 = (27)1/ (2111). 

我 们 计算 Dg ga 在 


(xz! )20 (22)212 = Th 六， 1 = 


J 
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时 的 结果 . 这 时 不 同 的 zi 之 间 的 gr 为 0. 所 以 由 (8.5D.8) 式 , (8.5D.7) 式 中 的 求 


和 式 为 
Sa . =]It [(21;)1/ (2 0) = 了 [四 (8.5D.9) 
j 了 
@ 积 分 I 可 以 写 为 


1= lelo dlalf (en) (oY ange (0) 
其 中 . 2 是 球面 上 的 角 坐 标 . z2 = (z1)2 十 … 十 (z2)2. 因此 , 令 
Ce fap" 0) f an (8.5D.10) 
就 证 明了 (8.5D.7) 式 中 的 “一 ”. 


@ 令 fo(r) = eraizli-aaz2…-apzD Ao = 062 = = ap = 0 时, fo(x) = 
f(z?) 只 是 a 我 们 有 


已 
Lo 一 站 d2z 方 (z) = VI 一 B(a). (8.5D.11) 
ll; va; 
@ 考 虑 
= ja > ps 
BN 
= (站 Bl(a) Ia =] 
人 3 20 一 1 硬 | 
四国- 轩 D) 
-| 去 (0 全 Cn = 1)| > » (8.5D.12) 
男 一 方面 , 有 


1 = | zl? (zr)e 2 dlz| fame (0) 
/0) ‘ 
9 、 1 52 , 
Em (- 苋 ) (/ |z|2 lo “qz f an ) Ja/ fan 
On /0 « a=1: ， 
(- 艺 (f a?ae a [a fae" (ay /az 
On ， 
= 2 (+ | ed Lone (8.5D.13) 
凡人 用 达 
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最 后 一 步 是 由 (8.5D.10) 式 得 到 的 . 因此 , 有 


Wr ht | 
C (3 


| 


eB 


en 


ce 


考虑 (8.5D.9) 式 , 我 们 证 明了 (8.5D.7) 式 中 的 等 号 . 
(3) 在 欧 氏 空间 , 为 了 积 


D 
其 中 , zx? = 让 我 们 可 以 把 它 写 成 


i 二 1 
5 ] 
天 =-/ lo la zal! / app 
i 1 
= op | lodlel 


2 人 | F272 2 1 
一 | 站 | 一 = 
D 和 2 (z2 可 Q)n 


12 eS 1 
Es 0 / si!+ lds s 
2 ./0 (s+ a)" 


因此 , 我 们 只 要 能 积分 


"DO SG 
以 尘 / 一 一 一 一 ds， 0<a+l<n 
0 (s+a)” 


就 可 以 了 . 


今 


ws 


(8.5D.114) 


(8.5D.15) 


(8.5D.10) 


(8.5D.17) 


(8.5D.18) 
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其 中 . Rep > 0. Reg > 0. 则 由 


ROO DC 
| eiat | er7T9-1d7 
0o 0 


a | xc "OO 
三 ” cid | e Trldz) 
Jo J0 


‘OO "DC 
= | | ee 一 tz+I)tP+9 一 1dt 
0 0 


I (p)T (gq) 


li og : a—1 Do 
Et di pt (8.5D.19) 
o (1 Fz) re 0 
yA 山 
及 rT(p)T(g) 
由 此 得 
x SP 一 1 zc tP 一 1 QP a 5D 91 
A eS / (a tspta FE 7 ds 全 人 (IT 4)P+4 2 A) P+ I 一 41 xa . (8.5 . ) 


考虑 回路 C( 如 图 85D.1) 的 积分 二 7df 由 于 (8.5D.18) 式 的 被 积 函 数 的 
奇 点 在 +=0 和 += -1. 令 a=|alei?, 当 x>w>0 时, 取 两 条 制 线 分 别 从 0 和 
_1 出 发 向 贴近 负 实 轴 的 方向 趋 于 负 无 穷 远 . 回路 C 中 C1 由 0 一 RR，C2 为 以 RR 
为 半径 的 圆 弧 . Cs 由 e-i?R 一 0. 由 于 C 不 包含 奇 点 因此 有 


[= +/ +| = 
/CC CI JC2> JC3 


另 一 方面 , R 一 x 时 有 弧 形 上 的 积分 =0. /一 -和 4 /一 Bp 由 此 
C3 "1 


C2 
得 到 
i 6) 3 
A=a 7x4i=aw “B(p,g)= [al-re-iap LP (0) (8.5D.22) 


当 一 Xt < wp 之 0 时 这 个 结果 也 成 立 . 


图 8.5D.1 
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OD 当 a= -lal+ie 时 ,有 元 > prs 关 o 令 


则 p==a+1,p+g=n,g=n 一 a 一 1. 


= ei(a+1—n) @ CG 十 1 一 刀 
a LT(n) 


@ 当 a > 0 为 实数 时 , yp = 0， 


Qa++1l—n Ta 不 1D)T(n 一 和 一 1) 


A FU 


为 求 2p, 我 们 积分 
二 | or 土 Vn 


1 keloidlale- tr f an 
0 


A 1 D 
一 3 e-tte-1ldt xX f2p = al (3) f2p, 


Dy/2) 


"(a) 


5 


最 终 给 出 , 当 a > 0 为 实数 时 


当 a= 一 |a| 十 ie 时 
让 
ee 2 ttn) xD/2 T(D tn I yn 

I (号 ) TU) 

4) 为 求 

\ ) ya (RG 
I= Jp 人 

i 


OT 


"(3) ， 
I= | d2z a nll a 
/: a 7 li2] ) a 


[La 十 1 工交 一 a 一 1) 


(8.5D.23) 


(8.5D.23) 


(8.5D.26) 


(8.5D.28) 


(8.5D.29) 
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再 用 (3) 中 的 (8.5D.26) 式 、(8.5D.27) 式 得 到 , 当 a > 0 时 
Tn 二 | 3 ala... 人 人 (8.5D.30) 
其 中 , [IN|=1.3.5...(2N 一 1)=(2N 一 1)ll; 当 a= 一 |a|+ie 时 
Pa 2 -0 lle ss 病名 生生 和 (8.5D.31) 


将 两 式 合 在 一 起 为 

一 

T= rp a (0 a hm (8.5D.32) 
这 个 结果 适用 的 a 的 辐 角 为 -x < ww < x, 如 图 8.5D.2 所 示 , 必须 要 求 a 取 0. 


图 8.5 D.2 
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8.6.1 Weinberg 定理 的 推论 


本 节 研 究 Weinberg 定理 的 一 个 推论 . 我 们 强调 , 本 节 的 参量 都 是 实数 , 由 于 Rr 
的 /上 寡 次 就 是 |Rr| 的 上 察 次 , 所 以 (8.5.18) 式 可 以 用 本 节 的 结果 来 推导 . 

对 于 nn 个 实 变量 的 函数 1(P,… , 忆 ,) = /(P)，P 所 属 空间 为 BB . 如 果 对 任 
意 选 定 的 m(m < n) 个 线性 独立 的 矢量 1,… , 荆 , 以 及 任意 给 定 的 R， 中 的 有 界 
区 域 W ,满足 下 列 条 件 , 则 称 广 属 于 4,, 类 函数 . 

(1) 了 在 任何 R, 的 有 界 区 域 W 绝对 可 积 ; 

(2) 在 R,, 上 作 下 述 参 数 化 : 


P= Lm mm t+ Lom Mm t+ Lmpm tC (8.6.1) 


. 322 . 第 8 章 BPHZ 方案 的 收敛 性 


则 当 闵 > 六 Ce 时 ,有 
[PY & Wm a i i le en) 


其 中 , a,8 只 与 它们 相关 的 矢量 序列 有 关 . M.b 与 所 有 矢量 上 ,Zn 以 及 有 
关 . 但 它们 都 与 7 无 关 . 在 后 面 我 们 总 假定 8 > 0,b1 > 1.7 > 0( 在 Weinberg 的 原 
始 文献 中 , a 只 与 相关 矢量 形成 的 空间 有 关 , 这 里 略为 放宽 条 件 ). 

我 们 有 下 述 命 题 , 它 是 Weinberg 定理 的 推论 . 

命题 11 如 果 f(P) 属于 An 类 , 而 且 对 任何 矢量 上 € RR, ， 


a(L) < 一 1， 


则 


IP)= 人 ay7P+ ry) (8.62) 


绝对 可 积 , 由 Fubini 定理 ,这 个 积分 值 对 已 和 已 +ALE 是 相同 的 . 因此 ， 积 分 
是 商 空 间 Rn/{L} = = Ri 1 上 的 函数 . fi(P ) 是 六 1 上 的 A 1 类 函数 . 考虑 
L,Li,L2,…… ,Li 相互 线性 独立 . 当 互 用 (8.6.1) 式 进行 参数 化 时 , 其 a 渐 近 指数 为 


Q (Li,*: ,Li)=max{a(+tL, 0 ,LI)+1,... ,a(Li,... ,L/,+L) 
+1l,a(L’,.… ,LL)}, (8.6.3) 


其 中 , max 对 一 切 订 = 二 1,… ,nj, 1 二 上 Lj 十 Ui,L ({ui,} 是 个 有 限 集合 ) 取 极 大 : 其 
B 指数 为 
2 = max{2 十 1}, (8.6.4) 


其 中 , max 是 对 一 切 BL{L1,… ,LI} 中 的 一 = 万 十 ui 三 以 及 1 取 极 大 值 . 
为 证 明 命 题 11, 我 们 在 R,, 中 取 一 个 Weinberg 的 7 参数 化 : 


i, = Lim “Tm 太 L272 “Nm 二 5 二 Linh 十 (on (8.0.5) 


其 中 , Ce W . 因此 , 当 C 固定 , y 取 不 同 值 时 , Re 对 应 R,/L 中 的 不 同 点 , 当 《 
取 不 同 的 点 , 但 是 这 些 点 是 沿 着 平行 于 工 的 线 时 , 它们 对 应 的 是 BR,/L = R,_1 中 
同一 个 点 . 

令 工 方向 的 一 个 矢量 为 


Ly = Lzm :1hm, (8.06.0) 
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把 这 个 矢量 合 加 到 T, 上 . 得 到 R,, 中 的 一 个 矢量 


I = Ts 十 Ly 
= Lzm “ym 十 Lim "~ i Lmnm +C 


三 土 LWom nn + Lim Nm 二,， (8.6.7) 


其 中 , wo = | 我 们 在 下 文中 把 T, 上 的 点 固定 , 使 f(P) 对 > 从 -cc 积分 到 oo, 就 
得 到 (8.6.2) 式 的 值 , 这 个 值 由 w1…w, 和 C/VL 决定 , 它 是 BR/L 上 点 的 函数 , 由 
(8.6.7) 式 可 以 看 到 , 当 |z| = no > bo( 土 L, Li Lm0),n; > b;(+L, Li…Lm,C) 时 ， 
fT) 满足 渐 近 表达 式 . 因此 . 可 以 顺利 地 估计 积分 值 的 范围 . 
和 全 2z| > bo( 土 L,.1…Lm.C) 的 7 的 范围 定义 为 及 ， 它 的 积分 区 间 是 
/ dz 和 - 6 
“这样, 对 的 积分 空间 中 间 就 缺失 一 段 , 对 应 于 > < [bo 四， 这 个 区 域名 
对 z 是 一 个 有 限 区 间 , 但 对 y 不 是 . 因而 对 R; 不 是 . 因为 当 四 … 一 00 时 , 这 个 
区 间 的 范围 是 无 限 的 . 这 一 段 要 用 以 下 的 方法 来 处 理 . 
Weinberg 的 策略 是 把 变量 > 的 位 置 从 最 前 面 (8.6.7) 式 设 法 一 步 一 步 向 后 挪 ， 
- 直 挪 到 L,,n,, 之 后 , 变 为 工 = … 十 Lnm 十 Lz . 这 样 z 的 有 限 区 间 对 于 y 就 是 
一 个 真正 的 有 限 区 域 . 由 4， 函数 的 第 个 性 质 就 容易 估计 fr(P) 的 这 一 部 分 积分 
了 . 具体 方法 如 下 . 
今 z= +Az,Azel 因 定义 一 个 小 rt Dy 3 我 们 考虑 用 很 多 个 这 样 
的 小 区 间 来 覆盖 区 间 区 间 5 : > € [- m .用 Az 表达 工 得 到 


六 == Ds + Ly 
=L(wi + Az)me nat Ln mmt+ + Lnim+C 
= (Li LN mn + LAzZm :nm 十 也 2712 71r 十 
三 Lim mn t+ LAZm nn + Lam Whim + . (8.6.8) 


(mm > 0), 从 而 有 


i ] ] 
令 Azmi = 2 就 有 而 = 入 >21 和 Ea 


Ra 人 十 天 24712 Tm t+ 


= Z11)2*， “Wa 十 Lz172 :Tm 十 Loar :Tm 上 se (8.0.9) 


| re 
这 已 经 很 像 一 个 标准 的 _Weinberg 7 参数 化 了 . 令 
] 


Ee (8.6.10) 
| 人 A 


= 11 |Z1| = 90， 
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就 有 二 Hm 和 
F = Lininom nm tt Lnon nm + Lan nm 十 … . (8.6.11) 
这 正好 是 一 个 标准 的 Weinberg 7 参数 化 . 当然 现在 的 矢量 序列 是 
人 (8.6.12) 


而 不 是 (8.6.7) 式 中 的 +L, Li,L2,… ,Ln . 
我 们 发 现 , 土 L 的 位 置 挪 了 一 项 , 也 就 是 (8.6.9) 式 中 2 的 位 置 比 (8.6.7) 式 中 
z 的 位 置 挪 后 了 一 项 . 而 且 Li 变 成 了 Li =L1i+uilLi. 


= 
而 且 
710 三 |z1| > bo(i1), (8.6.14) 
其 余 
nr > bi(ii) (8.6.15) 


时 , 函数 f 有 渐 近 表达 式 . 
(8.6.14) 式 确定 了 zi 的 有 问题 的 区 域 , z1 ee [一 po(i),po(i)]. 而 (8.6.13) 式 决定 
区 间 5;， 的 宽度 参数 入 . 
城 所 > 轴 (ii) 地 |Az| < 杂 71(i1) ,因而 可 以 把 入 定 为 
入 一 6b7 (i). (8.6.16) 


我 们 需要 用 小 开 区 间 5;, 来 履 盖 闭 区 间 S50 : > e [一 bo, bo]. 困难 是 5;， 的 宽度 和 与 
中 心 点 ui;， 有 关 , 但 我 们 有 Borel 有 限 覆 盖 定 理 可 以 利用 . 由 于 总 可 以 用 无 穷 多 个 
开 区 间 5;, 来 覆盖 闭 区 间 So( 在 So 的 内 部 和 端点 上 , 和 都 是 有 限 大 而 不 是 0) 根据 
Borel 有 限 宪 盖 定理 , 50 一 定 可 以 用 有 限 个 Si = 1,.… .ni, 来 覆盖 . 所 以 , 我 们 
完成 了 用 有 限 个 小 区 间 5;， 覆盖 So 的 任务 . 

但 是 这 些小 区 间 5;， 中 并 不 是 每 一 个 点 都 符合 渐 近 式 的 要 求 ， 其 中 不 满足 
(8.6.14) 式 的 点 必须 男 作 处 理 . 对 于 这 些 点 有 


|z1| = m0 < bo0(i1), Bh 21 € [=—bo(i1), bo(ii)]. (8.6.17) 


这 些 点 所 属 的 区 间 我 们 命名 为 5'，. 在 5;, 扣除 S' 得 到 的 两 段 , 我 们 称 之 为 .用 ，， 
在 1;,,，f 有 渐 近 表示 . 把 (8.6.9) 式 与 (8.6.7) 式 对 比 , 发 现 :| 比 : 的 位 置 挪 后 
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了 一 项 , 而且 Li 一 L1 = Li 二 wi,L. 然而 要 解决 的 问题 是 类 似 的 : 下 列 区 间 有 问 


题 : z1 € [一 D1(i1).bi(i1)]. 
仿照 上 一 步 . 我 们 可 以 将 :1 写成 2 = uiiis 十 Az1 .用 


Azl E (一 入 入 ) 


定义 的 小 开 区 间 Sii。 黎 新 5!，. 
(8.6.9) 式 可 以 改写 为 


T=L'm “Tm 二 (Wijis 十 Azi)72 Nm 十 了 2172 :Nm 省 SR 


三 万 7 7 (Lot uiiL)n nm 十 了 和 Azl72 Nm + 


必 


1 
Az1l 


1 
Azl72 三 %9;, Z2 一 712 一 JR Ls 一 了 2 十 Ly i 


得 到 


F=Limn nm + Lon nm + Lz2n3 :Tm 十 卫 373 Nm + 


1 
=Lim oz2n3 .nm + L2 


2Z2713 
Azi Azi Ws 
这 个 式 子 又 很 接近 Weinberg 7 参数 化 了 . 只 要 令 
| = 
= 75; = 10 
A 


就 得 到 (fp 712770 和 


Tr = D1 人 712 110773 "Tm 十 了 57127710713 “Nm 二 了 710713 Tm 十 La a 


这 又 是 一 个 标准 的 _Weinberg 7 参数 化 , 它 对 应 的 矢量 序列 是 


i 


‘Nm Lz2n3 7Tm t+ ， 


(8.6.18) 


(8.6.19) 


(8.6.20) 


(8.6.21) 


(8.6.22) 


. (8.6.23) 


(8.6.24) 


这 可 以 与 序列 (8.6.12) 式 对 比 , 发 现 +L 的 位 置 挪 后 一 项 , 也 就 是 (8.6.21) 式 中 2 
的 位 置 比 (8.6.9) 式 中 2 的 位 置 又 挪 后 了 一 项 . 而 且 L2 一 [2= 上 2 二 WiisL- 


jx 


ba(L', LS 生 上 x La, 到 光 全 玉 


三 bo(11,12), 


770 三 |z2| > bu(11.12), 


(8.06.25) 


(8.6.20) 


. 326 . 第 8 章 BPHZ 方案 的 收敛 性 


其 余 
n> bi(il, i2). (8.6.27) 
时 , 函数 有 渐 近 表达 式 . 
(8.6.26) 式 决 定 了 > 有 问题 的 区 域 : 
2Z2 € [—bo(i1i2), bo(i1i2)]. (8.6.28) 
(8.6.25) 式 决 定 了 Si 的 宽度 参数 , 可 以 取 
A= 5 !(iio). (8.6.29) 


由 Borel 有 限 履 盖 定 理 , 可 以 用 有 限 个 5;;,,i。= 1,.… ,n; 来 覆 羡 向 好 


ee po(ziz2) )] 形成 的 区 间 ii 因为 不 满足 (8 0.20 | 起 须 男 作 处 理 . 深 二 


1 的 5i1is 分 为 对 称 的 两 段 , 我 们 称 之 为 .14;,;, ， 对 于 它们 , zs 的 范围 分 别 是 
三 士 (2o(iliz) 一 bz (iii2)m2). (8.6.30) 


22 


我 们 需要 处 理 Si i :Za 生 [一 ( bo(i1i2), bo(i 和 )] 的 点 对 应 的 vy 的 积 


下 一 次 我 们 用 z = wiiisis 十 Azz,Az € (一 和 ,入 ) 来 覆盖 5! ,得 到 .J4;,;,;,. 
到 第 > 步 时 , 我 们 有 S51 ;,.…; ， 对 应 于 
Zi 1 [一 20(2172 vi) bo (i1i2 “1 )] (8.6,31]) 


需要 处 理 . 这 时 坐标 为 


下 三 Lim mL Tmt+ Lzrimnm Nm Lr mt (8.60.32) 
a 
Zr—l1 = Uiiz.iii, 十 A (3.0.33) 


Azr-1 € (一 入 入 ) 构成 小 开 区 间 5;,;。.…;,. 我 们 用 它们 来 覆盖 5;;,.…，, 根据 Borel 
只 需要 有 限 个 这 样 的 小 区 间 , 就 可 以 覆盖 完毕 
将 (8.6.33) 式 代 入 (8.6.32) 式 得 到 


? = Li Lf ef es :十 (十 Mi hy L)n, Oe Nm+LAz.-17 hn tL 上 LT 六 二 1 7 十 


i 


i id 
oo— er = Wr 三 一 | 2 AN.0.23， 
| 本 


* 本 来 n2 可 能 与 入 有 关 , 但 是 由 于 宙 是 有 限 个 , 所 以 不 妨 取 各 个 记 , 中 最 大 的 ma 作为 共同 的 3 
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就 得 到 
[= Lm Rh Lonniet1 Nm + Lzrnr41 Nm 十 Lrtinr+1 “Tm 
y 1 ] 
= Lim ee Rs "Wm 十 十 已 一 一 一 A td Mh 
+Lznrei nm + Leennr4l Nm 二, (8.6.35) 


其 中 L' = Lng .i 上 . 
这 已 很 接近 Weinberg n 参数 化 了 . 注意 (8.6.35) 式 中 zz 的 位 置 比 (8.6.32) 式 

中 >r—1 挪 后 了 一 项 . 令 
| 


A |= |zr| 
7 S| 鸡 6 
Be js /)0， 


则 得 太 = mw.mno 和 


一 


P= Lm on Wm 二 non mm 士 厂 707741 Nm + . (8.6.36) 


这 是 标准 的 Weinberg 7 参数 化 , 对 应 矢量 组 {L1,… ,Lit+wi.i, 二 了 十 二 
+5 的 位 置 挪 后 了 一 项 ， 相 应 的 zs， 的 位 置 也 比 > 挪 后 了 一 项 , 同时 二 变 


成 了 万， 
当 
虐 一 到 -机 (人 sD, ELD, Lils 
/六 ITAz -1| 2 1 T 十 ] ) 
=0, (i ) (8.6.37) 
71/0 一 zz| > bo( “es (8.6.38) 


其 余 丰 三 记 ( 全 人) 时 ， 
就 可 以 使 了 满足 浙 近 式 . 条 件 (8.6.38) 式 给 出 有 问题 的 z， 
zz € boi), bo(ii eb )]. (8.6.39) 


条 件 (8.6.37) 式 给 出 入 = b;1( 记 … 记 ), 这 是 用 来 覆盖 5S;,.……;,， 的 小 开 区 间 Si 
的 宽度 参量 . 小 开 区 间 5 中 必须 扣除 不 满足 (8.6.38) 了 式 条 件 的 z， 即 由 


Zr :Zr 和 [一 如 (2 :000 1 )]. 


形成 的 称 为 5 ， 的 团 区 间 . 扣除 之 后 ， 我 们 得 到 两 个 区 间 : 万 和 :在 这 两 个 
间 ， /有 渐 近 式 ， 这 两 个 区 间 对 应 


后 二 (人 (做 一 bi (i er) (8.6.40) 
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(从 (8.6.34) 式 可 以 看 出 , 当 玫 二 三 由 三 枚 (位 和) 时 , |zi| 二 开 … 谎 )mrm. 如 
果 7 了 和 于 )W < bo( 订 … 记 ), 则 这 两 个 区 间 六 五 入 不 存在 , 不 需要 在 这 一 步 
中 进行 处 理 .) 综 上 所 述 , 有 问题 的 区 域 , 即 尚 未 能 保证 f 有 渐 近 性 质 从 而 要 进一步 
处 理 的 区 域 5; .中 的 点 可 用 (8.6.35) 式 , 即 


I TA Lim “Tm 二 了 771r “Tm 也 2z7r71r+1 “Tm Lrimr+1 “Tm hs (8.6.41 ) 


来 表示 , 从 而 使 二 的 位 置 比 zs,_1 又 挪 后 一 步 (对 比 (8.6.32) 式 ). 在 矢量 序列 中 . 
万 变 为 Li 十 ui.i, 上 ==, 而且 土 L 的 位 置 也 挪 后 了 一 项 . 


最 后 , 我 们 留 下 一 些 区 间 3! ;…;” 还 需要 处 理 (它们 用 数列 i …i,, 标记 , 这 
些 区 间 的 总 数 有 限 ), 它们 对 应 的 坐标 表达 式 为 
下 二 Lim nmtt + Lnm+ Lm+C (8.6.42) 
其 中 
| (8.6.43) 
它们 的 y 构成 区 间 70... 
注意 : (8.6.42) 式 中 的 Ce W 是 , 的 有 界 区 域 . 我 们 要 想 处 理 S! .;， 对 应 的 
对 y 的 积分 , 要 利用 f 的 渐 近 表达 式 , 可 以 把 W 扩大 为 W 一 W' ,使 Lzm+C el” 
总 是 成 立 . 由 于 5! ;的 宽度 2b0( 计 …im) 有 限 , 因此 W' 也 是 有 界 的 . 在 以 
世人 三 五 |iL 
也 一 了 2 十 ii 也 
Ls=L3+t uiiviasL 


L,- 一 Lm 十 v7 


为 矢量 序列 的 7 展开 中 f 有 渐 近 展开 式 , 这 时 常数 M 可 能 有 所 改变 , 令 其 为 MM. 
它 与 Mb 人 ii) 有 关 , 但 与 7 无 关 . 
男 一 方面 , 由 4,, 函数 的 定义 , 对 y 的 这 段 积分 是 在 有 界 区 f 内 , 应 该 绝对 
收敛 . 至 此 , 我 们 完成 了 对 y = -oo 一 oo 全 程 的 处 理 . 
现在 我 们 要 对 以 上 三 类 y 的 区 间 进 行 积分 : (1) J; (2) .ai (3) 79...: 
(1) J+ 
由 (8.6.6) 式 、(8.6.7) 式 在 区 间 .有 dy = dz7 … mm, 给 出 


"OO 
. dy + rls | 由 2 
得 ， 


Jbo 


L, B( 寺 Ly ,Lm) 


十 ws Lm) 
Xn ln ne 
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当 al(Z) < 一 1 时 , 这 个 积分 收敛 . 得 到 
af + LW) < Mbo, Ms alD). 3CD) 
Wy Es 
wt i WE notL Li Lm)+1 
x (8.6.44) 


(2) i 
由 (8.6.35) 式 , dy = dzrnrt1 Nm: 


由 (8.6.36) 式 考虑 到 共 = ,mm = lzh 在 各 小 区 间 ,an 
式 、(8.6.41) 式 有 


.i 由 (8.6.40) 


br (zzr)7r 
/ dyf = dz7r+1:…7m 
J+il: 流 才 bo(21 27) 


—boli 
| dyf = | dzmr+1 Nmf 
让 ji 


人 )nr 


br (i1 ydr) Dr 


网 


dl + <u | 
OC 


r 


(L1) B(L1) 
doi nh 
Ns 


dy 


pV oD LD pm \ BCL Ls) 
x ( 王 ) x ln (二 
Z 


B(L’ ve, LtL) a(Li LystL, Lrt) 
xzQ(LPT1 ;二 上 上) lnz ~ ( 1' Tr tnt 


(Li LiL Let) a(E ,LitL, Lr ,Lm) 
x ln 和 Tm 


B(L' yi Lt LLrtis Lm) 
x ln nm 


与 2 有 关 的 项 移 到 前 面 . 得 到 


(8.6.45) 


. by (li ) 7 人 (了 1 7 B(Lis Ls) 
aylF(Bs + wl< | dz (这 ) m(=) 
FJ Ei /00 27) 和 


xzG(L1 a Eb) 


‘ a(L’ 3(L’ 
pt x Mm 1) mn 7 1) a 


a(L'i, ,LL Wi Cy 
2 ‘hn rr- 
a(Liw LtL Let)t+t In Bl bt bbLiti) 
XT 十 ] n 7/ +1 
obs bt bri Lm)+!1 
Xz Tr 
BL bt bbrtiv Lm) 
x ln ym 


(8.6.46) 
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我 们 可 以 证 明 , 当 8,6 > 0.A<1,b>1 时, 有 (附录 8.6A) 


和 nN | 
. dz(2)° ln (二 ) zjnze 和 Nm (ON 与 人 无 关 ). (8.6.47) 
b ~ 


G = max{a+t1,a'), 
B= max{28 + 1,28'+1)}. 
因此 , 对 各 个 小 区 间 的 积分 满足 以 下 渐 近 式 : 


(3.6.4N) 


Le B(L’ (五 2551) i Ss A 
< Mn DIn ne De nn ， 


站 dyf (Ts 十 L,) 
J+il.. 


xne" In ne 


RN 洲 ! , 土 L.Lr+1)+l1 hi a fp = Sl 
oa(biy "Dt LLriis" Lm) 
深交 
x i nti i (8.6.49) 
其 中 
Gr = max{a(Li,.… ,LL',+L)+1, a(L’,.… ,1L’)}. (8.6.50) 
i .D.9U) 
Br = max{28(L1,*… ,L’, tL) + 1,28(L,.… ,1L’)+1}. 
(3) J 
在 此 区 间 , 由 (8.6.42)dy = dz 
此 区 间 积 分 估 值 为 
a bolil'"im) (LE') BL ) 
/ dy + rls dd Wy 
imeem 一 50(i in) 
Xn tm) nm) 
=2Mbo(ii in) mM nn)... 
xm nn Lm), (8.6.51) 
在 以 上 表达 式 中 L' 为 
了 = Lr + wi. L: (8.6.52) 


把 以 上 三 部 分 合 在 一 起 考虑 , 我 们 得 到 如 下 结论 (第 (2)、(3) 部 分 都 不 止 一 个 
积分 , 但 总 数 是 有 限 的 , 这 个 数目 不 因 六 一 so 而 改变 ). 
当 a( 土 L) < -1 时 , 对 充分 大 的 7 , 有 


a 


fi ylf (T+ Ly)| < Me ln no 1 In rh. (8.6.53) 
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其 中 
a’ =max{a(+tL,L1)+1.a(Li,+tL)+1,a(L’)}, 


a =max{a(+tL, Li ,Li)+ 1,a(L’,tL, Lo,.… ,Lr)+ 1,.…., 
(te EE (8.6.54) 

3. =max{28(+tL, Li,:… ,Lr)+1,28(L’,+tL, L2,-.…: ,Lr)+1,..., 
ed (8.6.55) 
这 里 的 max 是 对 数列 集合 {位 … 计 } 所 给 出 的 L' = Li; 十 wi..i, 求 极 大 值 . 由 于 这 


是 有 限 项 . 极 大 值 总 是 存在 的 
因为 


| f ays rol < faust £0) 
所 以 我 们 得 到 以 下 结论 
当 了 E€ 加 ,, 令 
F(T,) = } dyf (TL, + Ly)， 
则 在 a(L) < -1 时 , 积分 绝对 收敛 . 并 且 当 fT, 上 的 7 充分 大 时 , F(T,) 满足 渐 近 
式 . 这 是 F(T,) 是 R,,_1 上 的 4,,_1 类 函数 的 第 二 个 要 求 . 
现在 还 需要 证 明 第 一 个 要 求 . 
我 们 要 证 明 对 于 RR,_1 空间 的 有 界 区 域 , F(T,) 绝对 可 积 . 也 就 是 对 于 任何 有 
界 区 域 v 有 
A= . dP'|F(T,)| = /ml /awit,+ cl 收 全 
考虑 单个 矢量 工 的 w 参数 化 : 当 Te CG,n > bo 时 ,有 
(fE, + Ly)|=|f ,+ Ln)| < Mn), (3.6.56) 
A= 了 d Pi Laie 


<farf war [arf | 四 dy 十 rfarf |fldyv. 
一 0 


由 (8.6.56) 式 , 当 af 二 5) < -1 且 o 是 有 界 区 时 , 后 两 个 积分 收敛 ， 由 于 f € 4，， 
-个 积分 也 收 合 , 所 以 4 有 限 . 因此 有 


F(Ts) € 4 -1 (8.6.57) 


EES 
流 


这 样 证 明了 命题 11. 
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注 : (1) 从 (8.6.54) 式 看 , 如 果 a 指数 只 依赖 于 矢量 序列 形成 的 空间 , 我 们 可 以 
写 出 
ET RT A A RT 


其 中 , 记号 [1,… ,1] 表示 由 1,… ,1 形成 的 空间 . 用 这 种 记号 , 我 们 得 到 
= [信人 二 天 by ,Es = [Lo, Eb, Em | ,ED 
令 52 = [L1,… ,Li ， 则 5 和 5S。 有 一 个 共同 点 : 它们 沿 工 方向 的 投影 都 是 


SS 二 [Lj1,… ,Lr]; 记 为 
A\(L)S1 = A(L)S2 = 5, 


(注意 1,… ,Lm 与 工 都 线性 独立 ) 于 是 我 们 可 以 把 (8.6.54) 式 写成 
oa (Li,* ,Li) = max{a(S1) + 1,a(S2)}, 
由 此 得 到 


oa (Li ,Ly) + dim[Li,.:- wa 


T 


=max{a(S1) + dim 51, Qa(S2) + dim S2}. (8.6.58) 
因为 dim 51 = dim5 十 1 = dim 5s 十 1, 又 如 果 对 所 有 RR 的 子 空间 9S 都 有 
a($S)+dimS < 0. (8.6.59) 


我 们 就 可 以 放宽 (8.6.58) 式 中 求 极 大 值 的 范围 , 使 之 包含 一 切 沿 工 方向 投影 到 $ 
的 R; 的 子 空间 (由 于 (8.6.59) 式 , 这 个 极 值 总 是 存在 的 ), 得 到 


or(Z ,Lr)+dimlLi,:: ,Li]= sup {a(S’) + dimS')}. 
A(L)S'=S 
公式 右边 当 1,… ,万 换 成 这 +7 个 矢量 的 未 退化 的 个 线性 组 合 时 是 不 变 的 . 
此 只 依赖 于 [1,… ,五 ], 即 空间 S. 从 而 ww. 也 只 依赖 于 1,…. ,LL, 形成 的 空间 
5. 我 们 可 以 写 出 


a(S)+dimS= sup {a(S’) + dimS'}. (3.6.60) 
A(L)S’=S 


这 是 Weinberg 定理 的 一 个 局 限 形式 , 在 一 般 形式 中 和 (DZ 推广 为 和 (S60). 即 沿 任意 
子 空 | so 的 投影 
2) 我 们 在 (8.6.55) 式 中 放宽 了 7. 这 样 形式 上 比较 简单 . 


8.6 ”Weinberg 定理 与 Rr 的 收敛 性 . 333 . 


8.6.2 ”Rr 是 大 空间 的 4。 类 函数 
在 本 小 节 . 我 们 证 明 Rr 是 上 空间 的 4,, 类 函数 , n = 大 空间 的 维 数 . 当 所 有 
HH3: 有 Ha = Habo 都 大 于 零 时 ， 由 于 大 的 有 理 函 数 Rr 的 分 母 B 在 欧 氏 空间 不 为 
零 . 所 以 在 空间 的 有 界 区 域 Rr 绝对 可 积 . 
/空间 的 坐标 的 任何 齐 次 线性 函数 /= 》 ay 可 以 看 成 空间 的 一 个 固定 
l 


矢量 # 与 上 空间 的 矢量 的 内 积 ， 


一 


f=a.k. (8.6.61) 


对 于 以 空间 的 一 个 区 间 YY 的 一 个 以 点 6 为 原点 的 超 平 面 7, 当 空间 的 

点 取 在 了 上 时 , 这 个 函数 是 =a. (c+ 起 . 其 中 ,7 是 T 面 上 的 点 和 了 面 的 原 反 < 
确定 的 矢量 . 
我 们 有 

f=a:0+ a. jt = 0+ bty, (8.6.62) 


7 是 TT 面 上 第 7 个 方向 的 单位 矢量 . 这 就 是 我 们 在 叙述 Zimmermann 定 理 时 用 到 
过 的 式 子 . 

现在 我 们 对 于 大 空间 (n 维 ) 的 以 z 为 原点 , 由 m 个 线性 独立 的 矢量 i,… ,Lm 
产生 的 平面 了 上 改 用 下 述 方式 描写 矢量 记 


三 Lim “Nm 十 L272 -mi 十 : Lm'im 再 总 (8.6.63) 
则 当空 间 的 点 取 在 了 上 时 , 有 


= C+ad' Lim “Nm 十 a: L272 Tm 十 …， 二 +: ON 
= fo 1 Tm 十 772 "Nm 大 入 fm Tn (8.6.64) 


注意 : 当 用 ,…. ,fi 中 有 非 零 值 的 时 候 , 排 在 最 前 面 的 非 零 项 fir …… 7m 在 7) 
充分 大 时 变 为 主要 项 ， 


f ~ 刀 Wm. (8.6.65) 


准确 地 说 , 就 是 |f/(firm…mm) 一 1<a 1 都 一 cc 时 ,e 一 0. 在 前 文 
中 . 费 恩 曼 被 积 函 数 的 有 限 部 分 用 Rr 表示 , Rr = 下 Rr 的 分 母 是 B = TIsCa. 其 
中 co 为 CG, 或 者 Coo( 见 (8.5.6) 式 (8.5.13) 式 ) 的 统一 写法 . 

当 Wick 转动 之 后 得 


1 
C's = 一 ba + 癌 上 证 (1 十 6) (8.6.66) 


让 三 
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其 中 , 芭 为 履 或 kx. 因此 ,有 沁 = 45 二 + 所 ,f8 是 上 空间 坐标 的 齐 次 线性 函数 . 
Ca 是 大 空间 点 的 坐标 的 函数 . 
当空 的 点 在 TT 上 移动 时 , 如 果 对 一 切 方 向 对 一 切 人 几 , f5 都 不 变 , 则 L3 是 了 
上 的 常量 , 这 时 Ca 的 t+ 窜 次 为 0. 否则 , 只 要 有 某 些 j, 在 了 面 上 某 些 方向 上 . 户 
是 变化 的 , 则 称 Ls 是 TT 上 的 变量 . 这 时 co 的 工 寡 次 是 2. 从 (8.6.64) 式 来 看 . 只 
要 对 /= 1,… ,4 ,fy 作为 空间 的 函数 (8.6.64) 式 中 用,… , f 中 有 非 零 的 数 . 
就 称 Ls 是 7 面 上 的 变量 . 这 时 我 们 看 到 , 当 7 充分 大 的 时 候 , 总 有 某 一 个 fi. 是 
主 项 ， 
Ca ~ (KK mn). (8.6.67) 


从 而 Rr 的 分 母 B 的 t 窜 次 就 是 Rr 的 分 母 在 7 充分 大 时 的 和 m 宫 次 jj 

类 似 地 , 在 (8.6.63) 式 中 当 mm 7m 固定 不 变 时 , 1,… ,nm 描写 了 一 个 
在 空间 的 ZT 平面 (1 维 ). 它 由 矢量 Li,… ,确定 , 是 人 平面 的 子平 面 , 同样 
地 , 当 Lg 是 7 面 上 的 变量 时 , Co 的 也 寡 次 为 2. 否则 为 0. 而 这 个 窜 次 与 C3 的 
n 窜 次 是 一 致 的 , 它 也 就 是 7 充分 大 (所 有 的 胃 ,… ,www) 时 03 的 wi 第 次 .办 
此 Rr 的 分 母 B 的 mh 宽 次 1, 也 就 是 B 在 7 面 上 的 寡 次 . 当 充分 大 时 , B 
的 渐 近 行为 是 


B am! pr. (8.6.68) 
Rr 的 分 子 4 是 汉 的 多 项 式 , 因而 是 空间 坐标 的 多 项 式 , 类 似 的 分 析 指 出 . 
当 7 充分 大 时 , 由 (8.6.65) 式 , k 空间 坐标 的 线性 函数 汉 剩 下 一 个 主 项 , 它 的 4 窜 
次 和 + 寡 次 (相对 于 ZT 和 了 了) 就 是 汉 的 m 入 寡 次 , 从 而 分 子 4 的 + 和 寡 
次 不 大 于 它们 的 w,, 和 徊 次 sw 和 s1. 由 (8.6.68) 式 当 ; 充分 大 时 , 有 
A 


J1 n jn 
un “7 


Rr ~ (8.6.69) 


其 中 , 4 是 7 的 多 项 式 , 它 的 m1 窜 次 为 s1, 由 Zimmermann 定 理 , Rr 对 TD 的 4 窜 
次 < 一 的 维 数 = 一 1, 即 
Si1—7<—l. (8.6.70) 
当 {z1} 的 多 项 式 4 的 zi 肾 次 为 si 时 , 我 们 总 可 以 找到 充分 大 的 rm, 使 
14l < MIIIzX. 
l 


这 是 因为 4 可 以 写成 4 = []z?'P, 已 是 {十} 的 多 项 式 ， 它 的 常数 项 非 零 ， 当 
1 
{zi 一 co 时, P 是 有 界 的 . 因此 有 


IRr| < MT (8.6.71) 
‘ 
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这 也 就 是 说 Rr 是 大 空间 的 4,, 类 函数 , 其 渐 近 指数 满足 
&(Lyy se hi) < (8.6.72) 
所 过 水 
8.6.3 ”Rr 的 欧 氏 空间 积分 绝对 收敛 
由 于 Rr 在 欧 氏 空间 属于 4A, 类 函数 , 而 且 对 一 维 空间 有 


a(L) < 一 1 (8.6.73) 


所 以 可 以 对 沿 工 方 向 的 直线 上 的 坐标 y 积分 , 得 到 R,,_1 的 4 类 函数 . 然后 考察 
在 R,_1 维 空间 的 a 指数 , 根据 (8.6.54) 式 为 
a =max{a(+tL,Li,. ,Li)+1,a(L’,+L,L2,. ,Ly)+1,.…, 
of EE TB tt (8.6.74) 
由 于 
a(…) < 一 (T 面 维 数 ) = 形成 了 面 的 独立 矢量 数 
全 af < max{f 一 (7 十 1 十 1 ,一 "} = 二 一 7 = 一 (TD 的 独立 矢量 数 ). (8.6.75) 
特别 是 a < 一 上 


其 中 , 9 指数 为 2 x 0 十 1 = 1. 因此 , 我 们 可 以 在 大 空间 任 取 一 系列 正 交 独立 矢量 
万， ,LL,, 沿 着 这 些 方向 逐次 积分 一 直到 全 部 空间 的 独立 变 元 积分 完毕 . 每 一 
步 积分 都 是 绝对 收敛 的 . 因而 , Rr 在 R 空间 的 积分 绝对 收敛 . 注意 最 后 一 次 积分 
为 favs + Ly)| < ' dy 二 Ly) 令 加 = mo 给 出 E+ Ly == 土 Lmo 十 C. 当 
邦 充分 大 时 可 以 用 渐 近 估 值 积分 , /是 绝对 可 积 的 , 其 余部 分 则 需要 用 到 4,, 类 函 
数 的 第 (1) 个 性 质 , 因而 也 是 绝对 可 积 的 . 

至 此 . 我 们 给 出 了 RF 收敛 的 全 部 证 明 . 


和 1 zy\ Qt nA Se 
附录 8.6A 积分 /dz (2) (mn2) Yhh 2 的 渐 近 指数 
J/b 和 名 
从 


省 二 fa fy (hn 1) z° In zh (8.6A.1) 
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根据 正文 的 假设 , 考虑 
8,8>0，b>1， 和 = 只 <1X > 全 77>14>0. (8.6A.2) 
(1) 当 a-a <-1, 即 a 十 1<a 时 ， 


Mn 六 8 lInz B/ / B/ 
A= d °° nz (loo) 7 Inn. 
[ 多 雇 nz ( nn 7” lnn 


: Inz InzN2 
9 省 
In lnn 


入 7 7 [A af 09 7 
4 < dz zc-a lnzp1a ln7p | dz z°° lnzfn® Inne. 
b b 


当 a—a’<—l 时 ， 吕 分 收敛 ， 
A< Mn® lny2 (8.6A.3) 


M 是 a 一 a' 和 6 的 函数 . 
(2) 当 a--a >-l, 即 at+1>a 时 , 令 2=z, 则 有 


其 中 ,ao 二 @ 一 2, af-a=a 2-a<1=2==1. 
所 以 由 (8.6A.3) 式 的 推导 (将 > 一 2') 得 


7 f- < nMn nm 


=> A Mn+! ns. (8.6A.4) 


(3) 当 a-%w% =-1 即 c+1=qa 时 ， 


四 当 A7 < 时, 在 正文 推导 中 可 以 看 出 这 种 .4;,,.;， 不 存在 . 
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"入 刀 7 汉文 全 
A = dz z-! Inz? (In2) 7112 ， 
(n>) 


ln 入 lnt 
由 A 和 n>b>1.lInA+lnn> 一 一 十 工 > 0 给 出 
ln7 ln7 


ln 入 | 也 局 / 
有 in qd lnz Inz 和 lnz jy B+B' type 
Inb In7n ln7 lInn 


Inn 


1 
<| fare?0 a) | mer 
0 


当 83,8' > 0 时 , 积分 收敛 , 所 以 
A<MI(ln net tine. (8.6A.5) 


M1 是 39' 的 函数 . 因此 , 我 们 总 有 
A< MTmaxfa ,ot1} 图 m™ax{28+1,28'+1}. (8.6A.6) 


Nf 是 a.a',B,8' 的 函数 , 与 7 无 关 . 
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